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Lucrarea prezintă, la nivelul de ințelegere al cititorului fără 
o pregătire prealabilă, problemele de bază ale logicii în conceptul 
modern al acesteia. Succesul evident al cărţii cunoscutului mate- 
matician olandez, editate în scurt timp în diferite limbi, se dato- 
rează faptului că prezintă, cu mult tact și atenţie, bazele limbajului 
logicii, fără să abuzeze de terminologia ştiinţifică, dezvăluind 
treptat însuși procesul de învăţare şi avertizind în același timp 
asupra eventualelor dificultăţi. l 
| Deşi cu un volum relativ redus, cartea are un conţinut mate- 
matic foarte bogat, ceea ce se poate constata din simpla cercetare 
a cuprinsului. Forma expunerii este extrem de clară, modernă, 
riguroasă și elegantă. Un număr mare de exerciţii ilustrează teoria 
expusă. 

Cartea se adresează unui cerc larg de cititori, cărora le oferă 
un limbaj care să le permită folosirea ulterioară a unor lucrări 
mai dificile: ingineri, filozofi, lingviști, biologi, matematicieni, 
fizicieni, precum şi elevi din ultimele clase ale liceelor. Este deosebit 
de utilă in acţiunea de reciclare a tuturor acestor categorii de cititori. 
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CAPITOLUL 1 


MULȚIMI ȘI APLICAȚII 


1.1. Exemple de mulţimi 


Mulțimea tuturor oamenilor (acum în viaţă). — Mul- 
țimea tuturor atomilor de hidrogen. — Mulțimea tuturor 
numerelor întregi strict pozitive (adică 1, 2, 3, ...).— 
Mulțimea tuturor numerelor întregi (adică: ..., —3, 
—2, —1, 0, 1, 2, 3,...). — Mulțimea tuturor numerelor 
raţionale (adică : pe lîngă numerele întregi, şi fracții de 
numere întregi, de exemplu 7/4, —26/8, etc.). — Mul- 
timea numerelor reale (adică : cuprinzînd și numere ca 
/2, log 7, m, fracţii zecimale infinite); această mulţime 
mai poate fi concepută şi ca aşa-numita dreaptă numerică, 
adică dreapta orizontală pe care numerele pozitive sînt 
reprezentate ca lungimi spre dreapta, iar numerele nega- 
tive spre stînga, pornind dintr-un punct 0 (fig. 1). — Mul- 
țimea tuturor numerelor com- 
plexe (acestea sînt numere Va 
de forma a + bi cu aşi b reale 6 lau IA O ac 
şi un simbol i reprezentînd | 
rădăcina pătrată din a Fig. 1. 

— imea tuturor punctelor 
rca e aceeaşi distanţă de la două puncte fixe A şi B 
(în geometria plană îi spunem „loc geometric” în loc 


aat T Na ai imea tuturor numerelor reale æ 
de „,mulțime”). — Mulţ | 


care satisfac condiţia —3 S 2 ss 5. — Mulțimea tuturor 
numerelor reale œ care satisfac ecuaţia a +1=0; 
această mulţime nu conţine nici un număr: ea este 
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vidă”. — Mulțimea tuturor perechilor de numere care 
satisfac ecuaţia 3w +- 2y = 60. — Ete. o 

Nu vom defini noţiunea de mulţime, ci ne vom margini 
la exemple. 
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è W La, : 4399 
1,2, Relaţia fundamentală de „apartenență 
în teoria mulțimilor 


Numărul 3 este un element al mulţimii numerelor 
naturale (precum şi al mulțimii numerelor întregi, nume- 
relor raţionale ete.); numărul —26/8 este un element al 
mulţimii numerelor raţionale dar nu este un element 
al mulţimii numerelor întregi şi nici al mulţimii nume- 
relor reale x care satisfac condiţia —3 < æ < 5. Nu există 
nimic care să fie un element al mulţimii vide. O mulţime 
este complet definită atunci cînd putem afirma despre 
oricare obiect dacă este sau nu este un element al ei. 
În loc de „,a este un element al mulțimii A” se va scrie 
de acum înainte a e A, în loc de ,a nu este un element 
al mulțimii A” se va serie ae A. „,e” se numeşte semnul 
de apartenență. A dud 

Fie Z mulţimea numerelor întregi, k mulţimea nume- 
relor reale, © mulţimea autorilor dramatici englezi. In 
acest caz: 3eZ, 3 e R, 380; |2eZ, V2eR, V20; 
Shakespeare t Z, Æ R, e0. B 

Mulțimea vidă este mulțimea X pentru care nu există 
nici un element a cu proprietatea ac X sau, cu alte 
cuvinte, ae X pentru oricare a.. 

Mulțimea vidă se notează prin Ø. 

Cînd sînt egale două mulţimi A şi B? Cînd oricare a, 
care este un element al mulţimii A, este de asemenea 
un element al mulţimii B gi reciproc. Cu alte cuvinte: 
dacă pentru fiecare a, cu a c:A, afirmația ae B este 
de asemenea valabilă, şi dacă pentru fiecare a, cu a e B, 
afirmaţia a e A. este şi ea valabilă. În acest caz, seriem 
A:= B. 

Dacă mulțimile A şi B nu sînt egale, scriem A Æ B. 


` 
t 


AS ă 


1.3. A fi o parte aj A fi conținută în 


: „O altă relație importantă, este aceea de „a fi inclusă 
în Sau a fi conținută în” sau „a fio submulțime a”. 
Mulțimea tuturor autorilor dramatici englezi este conți- 
nută în (sau este inclusă în, sau este o submulțime a) 
mulțimea tuturor autorilor dramatici. Mulțimea tuturor 


„numerelor întregi este conținută în mulțimea tuturor 


numerelor reale. 

„A este conținută în B” se serie sub forma A C B 
sau BO A (sau : „„A este inclusă în B” sau „,B conţine 
pe A”). Semnul C se numeşte semnul de incluziune. 

„A nu este conținută în B” se scrie sub forma A Œ B 
sau B DA. | 

Definiţie precisă a lui „C”: ACB înseamnă că 


fiecare a care este un element al mulţimii A este și un 


element al mulțimii B. Cu alte cuvinte : pentru fiecare a, 
cu a e A, avem şiac B. et pi 

Dacă A C B, dar nu A = B, spunem că A este o 
submulțime proprie a mulţimii B. Conform definiţiei 
noastre, B însăşi este o submulțime (improprie) a mul- 
țimii B. Avem. B C B. În afară de aceasta: dacă AC 
CB CA, atunci A=B; dacă ACB şi BCO, 
atunci A CU. he irg pi `$ a Fhile TE 


1.4. Să considerăm mulțimea A formată din trei elemente : 
Argentina, Brazilia, Chile, notate prin a, b, c. Astfel x e A 
este adevărată, dacă şi numai dacă æ =a sau æ = b 
sau æ = ¢. Mai scriem şi A = (a,b, c}. Vom căuta toate 
submulţimile mulțimii A. Există opt (= 23) astfel ‘de 
submulțimi gi anume : 

Ø (mulţimea vidă); A | 

{a} (mulţimea care are pe a că unic element), şi la fel 
{b3 și (0); 

(a, b} (mulţimea care are ca elemente numai pe a 


și b), şi la fel (a, c) și {b, 0}; 

fa, b, &} = A însăşi, | i 
Să, considerăm acum mulţimea B cu patru elemente 
a, b, c, d. Această mulţime are de două ori mai multe 
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submulţimi decît A, întrucît noul element d poate să 
fie, sau să nu fie, adăugat la fiecare submulțime a mul- 
ţimii A. Prin acest proces obţinem toate submulțimile 
lui B: din fiecare submulțime a lui A obţinem două 
submulţimi ale lui B, deci, mulţimea B are 24 submulţimi. 
Prin generalizare, găsim : 
O mulţime cu n elemente are 2” submulțimi. 
Această afirmație este valabilă și pentru n = 0 : mulțimea 
vidă are 2° = 1 submulţimi şi anume mulțimea vidă; 
însăşi (cu toate că mulţimea vidă nu are nici un element). 


1.5. Mulțimea tuturor familiilor engleze nu este aceeaşi 
cu mulţimea tuturor oamenilor din Anglia. Fie A prima 
mulţime şi B cea de a doua. Elementele mulţimii B sînt 
bărbaţii şi femeile din Anglia, luaţi individual. Nici o 
persoană ca atare nu este un element al mulţimii A, 
deoarece elementele lui A sînt familii. Familiile de o sin- 
gură persoană nu fac excepţie. ,„,Familia” formată din 
domnişoara Jones ca element unic al ei nu este acelaşi 
lucru cu persoana individuală domnişoara Jones. Familia 
acestei domnişoare Jones este o mulţime avînd exact un 
element. Pe de altă parte, domnişoara Jones însăşi nu 
este o mulţime. Mulțimea B a tuturor oamenilor din Anglia 
are aproximativ de patru ori mai multe elemente decît 
mulţimea A a tuturor familiilor engleze. Fiecare element 
al mulţimii A este o submulțime a mulţimii B; cu alte 
cuvinte : dacă ce e A, atunci e C B. Însă, nu orice sub- 
mulţime a lui B este şi un element al mulţimii A, ci 
numai acele submulţimi ale lui B care sînt famili. 

Fie C o federaţie formată din trei cluburi a, b, ce. 
Presupunem că a are elementele «, B, y, ò, s, b are ele- 
mentele æ, y, u, y, iar c elementele 5, p, o, v. Prin urmare, 

C = {a, b, c}, 


a = {o B, Y, 8, e}, b = {%, Y, w, v}, 0 = to, T} 
Atunci, «cea, Bea, yea etc., «eb, yeb ete., dec, 
pe c ete. De asemenea, ae 0, be 0, ce 0. Dar «e C, BeO, 
yC, ue, pC etc. 


10 


Scanned with OKEN Scanner 


4 


1.6. Cele precedente pot fi rezumate în următoarele re- 
comandări : | 

Bă nu se confunde a cu mulțimea {a} în care a este 
unicul element ; mulţimea {a} are exact un element gi 
anume pe a, în timp ce a nu este în mod necesar o mulțime, 
sau, dacă este o mulțime, poate să nu aibă nici un element 
sau să aibă un element sau mai multe elemente. 

Dacă a ea și ae A,nu este deloc necesar ca acA. 
(Aceasta se poate întîmpla totuşi, de exemplu dacă A 
este o federaţie care include atît persoane individuale 
cît şi cluburi printre membrii ei, a fiind unul dintre aceste 
cluburi iar a fiind un membru al clubului a, precum 
şi un membru individual al federaţiei A.) 

Să nu se confunde „e? cu „,C”. În exemplul dat 
în 1.4 avem mh e e ia 


acA, be A, ce, | Le aa 
diran a e A, b j A c e a. în afară, de pdieiatia 
(d) C4, (ca, tdca, 
dar nu ţaj e A, m) e A, {c} e A ete. o haa 
(a) Cta, b}, | 


dar nu (a) e (a, b}. 


1,7, Operații pe mulțimi 


Anumite operații pot fi aplicate mulțimilor. Fiind 
date două mulțimi A și B, putem forma din ele: 

1) reuniunea lor A U B, 

2) intersecția lor A N B, 

3) diferența * lor ANB. 


* Diferenţa a două mulțimi A şi B se mai notează A — B. (N. R.) 
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- A. UB înseamnă: cele două mulțimi luate împreună. 
A N B înseamnă : ceea ce au în comun cele două mulțimi. 
ANB înseamnă : s-a SCOS din A ceea ce aparține lui B. 


Mai precis (fig. 2): 
ceA UB înseamnă ce 4 sau * ceB, 
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ce AN B înseamnă ceA şi œ e B, 
ce ANB înseamnă ce şi ceB. 


Exemple 


A = mulţimea tuturor fiinţelor umane de sex bărbătesc, B = mul- 
țimea tuturor adulţilor, A'U B =- mulțimea tuturor oamenilor cu excepţia 
fetelor, A N B = mulţimea tuturor adulţilor de sex bărbătesc, A — B = 
mulţimea tuturor băieţilor, BN A = mulţimea tuturor femeilor (adulte). 


Dacă AN B=Ø, se spune că mulțimile A şi B 
sint disjuncte. : o> ao ae i 


ANB BNA 


Fig, 2.. 


Pentru a nu se confunda semnele U și N, să se ob- 
serve că forma lui U aminteşte de U din „Union **. 


* Adică c poate fi un element al ambelor mulţimi. 
** În limba engleză, Union = Reuniune (N. T:). 
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1.8, Proprietăți ale operațiilor U şi N 


Operațiile cu semnele U gi N au următoarele pro- 
prietăţi : 


AUB=BUA (comutativitatea lui U), 
(AU B)UC=AU(BU 0) (asociativitatea lui U), 
AQNB=BNANA (comutativitatea lui f), 
4ANB)O0=AN(8BN0) (asociativitatea lui N), 


A UDN O ATS ol (distributivităţi). 
(4ANBUO=(U4UON(BUO). 

Proprietăţile de asociativitate afirmă că în expresii 
ca AUBUCsi AN BANC nu are importanță unde 
se pun parantezele. De aceea, le vom omite, pur şi simplu. 
Pe de altă parte, în expresii ca 


4UB)N0 sau AU(BN0) 


este important unde sînt puse parantezele. 


Exemple 


A = mulțimea tuturor bărbaților, B = mulțimea tuturor femeilor, 
C = mulțimea tuturor oamenilor în vîrstă de peste 50 de ani, A U B = 
mulțimea tuturor oamenilor, (A U B) N C = mulțimea tuturor oamenilor 
în vîrstă de peste 50 de ani, B N C = mulțimea tuturor femeilor de peste 
50 de ani, A U (B N C) = mulțimea tuturor oamenilor cu excepția fe- 


meilor pînă la virsta de 50 de ani. 


Proprietăţile amintite sint întrucâtva asemănătoare cu 
proprietăţile unor operaţii aritmetice, anume : adunarea 
(în loc de U) şi înmulţirea (în loc de N). Numai ultima 
proprietate nu are o similară aritmetică, 

Primele patru proprietăţi sint ușor de demonstrat. 
Aici ne vom mărgini la demonstrarea valabilităţii celei 
de a șasea proprietăți (demonstrarea celei de a cincea 
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fiind asemănătoare). Trebuie deci să demonstrăm. că 
mulțimile 


D=(U4NB)U0 
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Şi 


E= (A U 0) N (BU 0) 


sînt aceleași, adică l 
1) dacă x e D, atunci æ e F, | pH 
2) dacă ze, atunci g e D. 


Demonstratie. 1) Fie ge (A N B) U C. În acest caz, 
sau (a): eA NB | 
sam (piae. 
În cazul (a), este adevărat că 
ae A, deci și ve AU0 
şi | 
æ e B, deci şi ze BUC. 


Din ze AUC şi ze BUC rezultă AUC 0). 
Deci gz e E. i s PEAS i EUS) 


În cazul (B), ec, deci veL UC şi zeB UC, 
prin urmare, 4 <(4AUO)N(BU 0), deci g eE. l 
e Fie x e(A U 0) NB U 0). În acest caz, seAUO, + a 


mp) zip e A sau geo. 
Apoi ze B U C, de unde 
| (ò): w eB sau mec. 
Dacă ze C, atunbi æv e(A N B) U C deci L eD. 
Dacă xe O, atunci, conform cu (y), ve A şi, conform 
cu (5), ze B, de unde g e A N B, deci ze(4 N B) UC, 


adică æ e.D. 
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Alte proprietăți : 
AUD = A, AND =; 
ACAU DB, ADANB. 
Dacă A C B, atunci AUOCCBUO si ANCC 
CBAC. E 


Dacă A C C şi B CO, atunci AU BCO. 
Dacă ACBşiA C 0, atunci ACB. 


1.9. Legi de dualitate 


În acest paragraf vom considera numai mulțimi care 


sìnt incluse într-o mulțime dată 7 (,mulțime totală”). 
Fie A o astfel de mulțime. Atunci | 


se numește complementara * mulţimii A (în raport cu T). 


Deci, a e A, dacă şi numai dacă ae A. 
B=rT=0. 
Se poate demonstra siediti a 

e e d e d 


(adică complementara complementarei mulţimii A este 


însăși mulţimea A). PANA ae | | 
Dacă A C B, atunci AD B (prima lege de dualitate). 
Într-adevăr, dacă ceB, atunci ce B, deci cA, 


şi deci ¢ € A, 
AUB=ANB (a doua lege de dualitate). 


* Complementara mulțimii A se mai notează CA. (N.R.). 
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într-adevăr, e e A U B, dacă şi numai dacă ce A U B. 
Dar c nu este un element al reuniunii mulțimilor A şi B, 


i dacă e nu se află nici în mulţimea A nici 


dacă şi numa LS y nic 
în mulţimea B, adică dacă c € A şi, de asemenea, ceB 


(fig. 3). 


În mod analog, 
ANB=AUB (a treia lege de dualitate). 


Cele trei legi de dualitate mai pot fi formulate după 
cum urmează : 

Prin trecerea la complementară, simbolurile © şi D, 
ca și simbolurile U și N se schinibă între ele. 

Folosind această proprietate, putem reduce proprie- 
tatea de comutativitate pentru U la aceea pentru f şi 
invers, În mod analog, proprietatea de asoeiativitate 
pentru U poate fi redusă la aceea pentru N şi invers. 
În sfîrșit, orice proprietate de distributivitate poate îi 
redusă în felul acesta la cealaltă. 
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Exemplu. În 
AUBNC=(4AnN0%u(Bn€) 


să luăm complementarele membrilor intti şi al doilea: 


AUBUC=-ANOnGN0, 
deci 
ANBUC=4UOn(Buc), 


(ANBUC=(4AUONGLUO. 


1.10. Probleme 


1. Pentru patru mulţimi arbitrare A, B, 0, D să se 
demonstreze : ta 

a) A = (ANB) U (4 N B), a 

b) AU B U 0 = (ANB) U (BNO) U (0N4)U 
U(AN BANO), | 

c) AUBUCUD=(ANB)U(BNO)U (0ND) U 
U(DNA)U (ANA BNACAD). 

Să se demonstreze că: i 

a') mulțimile ANB şi A N B din a) sînt disjuncte: 

b’) fiecare pereche de mulţimi formată cu două dintre 
mulțimile ANÉ, BNO, ONA şi A N BN din b) este 
o pereche de mulțimi disjuncte ; | i 

c’) cu ajutorul unui anita „a | A aa a 

rintre perechile de mulţimi tormat 

mulțimile AN B, BNO, OND, DM îi A0BO0ND din 
c) există, o pereche de mulţimi care nu sînt în mod neces: 
disjuncte. 

2. Oricare ar fi 
demonstreze : 

a) A U B = A U (BNA N B)). 

b) ANB=ANE. AA k 

e Ar J0 = (AM BNAN 0). 


submulţimile A, B, C ale lui T, să se 
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d) Dacă A C O0, atunci A U(BNO0)=(4AUB)I|0 
(legea lui Dedekind). 

e) (ANB)NO = (4ANO) MB NO). 

f) (BNON(BNA) C ANU C (ANB) U (BNO). 

3. Să se demonstreze că, pentru orice număr natural n 
şi oricare n mulțimi Ai, Áo. + -5 Any An; avem: 


A, U A: U ... U Anai U A, = (41N 43) U 
UAN As) U (As 44) U ... U (ApS 4)U (4, 4A)U 
U (A, 04,1... NA). 


1.11. Aplicații 


Prin aplicație f a unei mulțimi A într-o mulțime E 
se întelege o lege prin care fiecărui element œ al mul- 
ţimii A i se atribuie un element y al mulțimii B. Această 
relație între. x e A şi y e B se notează prin 

y = f(s). 

Deci, æ este aici un element variabil care parcurge în- 
treagă mulțimea A ; în fiecare caz, y este imaginea” 
lui æ; f este simbolul care reprezintă acea aplicaţie parti- 
culară,. Trebuie să se observe că, în acest context, „apli- 
caţie” se referă la. procesul de aplicare. Elementul y 
care se formează ca rezultat al aplicării aplicaţiei f unui 
element æ se numește imaginea acestuia. Elementul 2 
se numeşte o preimagine a lui y. (Uneori se consideră 
aplicaţii în care se pot asocia mai multe elemente y pentru 
un singur element w. În această carte, însă, nu ne vom 
ocupa de astfel de aplicaţii.) 

Noţiunea de aplicaţie este o generalizare a noţiunii 
de funcţie, 


Exemple 
1. Fie o funcție f definită astfel: 
f(x) = 3x? — ôx — 9. 
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Aici A şi B sint amindouă mulţimea numerelor reale. Aplicația. (func- 
ţia) f atribuie fiecărui număr real x imaginea 


y = 3x? — 6z — 9: (1.1) 
de exemplu, pentru 
numerele x = — 1,0, Lih Bp mas 
numerele y = 0, —9, —32/3, 0 
2. În cazul 


3 . .„ 


g(x) = 1/(x — 2) (pentru x Æ 2) (1.2) 


este definită o funcţie g care aplică A, mulţimea numerelor reale diferite 
de 2, în B, mulțimea numerelor reale. 


3. A = mulţimea tuturor bicicletelor, B = mulţimea tuturor oame- 
nilor, f face să corespundă fiecărei biciclete pe posesorul ei. 


4. A = mulţimea tuturor oamenilor (în viaţă sau decedați), B la 
fel, f face să corespindă fiecărei persoane pe mama sa. r 


5. A = mulțimea tuturor oamenilor, B = mulțimea. tuturor cape- 
telor de oameni, f asociază fiecărei persoane capul ei. 


1.12. O aplicație f a mulțimii A în mulțimea B se nu- 
meşte aplicație a mulțimii A pe B sau surjecjie, dacă 
fiecare element al mulțimii B apare ca o imagine. 

O aplicație f a mulțimii A în mulțimea B se numeşte 
injectivă, dacă f asociază imagini diferite în B pentru 
elemente diferite ale mulțimii A. aan 

Prin urmare, f este pe (sau surjecție), dacă fiecare 
element din B are cel puţin o preimagine în A. An 
caţia f este injectivă, dacă fiecare element din B are cet 


mult o preimagine în A. 


Pentru cele cinci exemple din 1.11, Avemi, | 
1. Aplicația (1.1) nu este nici surjecţie, nici 


S(x — 1} — 12 


injecție. Într-adevăr 


3a? — 6z — 9 = 3(2? — 2% — 3) = 


(m — 1)? este întotdeauna > 0: — 12 
este intotdeauna > — 12, între i Pi f(x) nu poate lua valori mai 


. . ri l ] HI = 1 
este minimul (care este atins pentri 3 ine. f nu este 
mici, deci nu i element al mulțimii B apare ca o imagine f 


B mulțimea tuturor 
icați imii e B, (Dacă am ti luat pentru . lţimea Ir 
De e ice apă pita f ar fi fost o aplicație surjectivih ARE 
cația f nu este alei injectivă, întrucit 0, de exemplu, are două pr 
— 1 şi 3. 
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Aplicația (1.2) este injectivă dar nu și surjectivă ; deoarece 1/(z — 2) 
nu va lua niciodată valoarea 0. Totuși, dacă a£ 0, atunci există exact 
un element Æ 2, a cărui imagine este a și anume acel x care satisface 
i[(x — 2) = a sau ¢ = 2 + 1/4. | 

Aplicația din exemplul 3 nu este nici surjectivă, nici injectivă, întrucât 
există oameni care nu au bicicletă și există alţii care au mai mult decit 
o singură bicicletă. 

Aplicația din exemplul 4 nu este nici surjectivă, nici injectivă. 

Aplicația din exemplul 5 este și surjectivă și injectivă. 


1.13. Fie date trei mulţimi A, B, O, o aplicaţie fa mul- 
ţimii A în B şi o aplicaţie g a mulţimii B în C. Pentru 
un element xv eA putem căuta imaginea sa prin f, 
y e B, iar pentru acesta din urmă putem căuta imaginea 
sa prin g, ze0:. s af | 


2 = 909) = (fo). 
Obţinem asttel O aplicaţie h a mulţimii A în mulțimea C : 
„MD = fa) 


Această aplicație h este cunoscută drept compunerea sau 
produsul aplicaţiilor date şi se notează prin gf: 


“afla = fo) 


Exemple 


A 1. A, B, C = mulțimea tuturor oamenilor (ìn viață sau decedați). 
re dei pă T atribuie fiecărei persoane pe mama sa. Aplicația g atribuie 
lecarel persoane pe tatăl său, Ce reprezintă gf? Ce reprezintă fg? Înseamnă 
aceste compuneri același lucru? 


2. A, B, C = mulțimea numerelor reale, A inită pri 
l pitt di. | ` Aplicația f este definită prin 
fz) = x — 2, aplicaţia g este definită prin g(x) = 3a, 


= 3f(a) = S(x — 2) = 3x — 6; 


fig(2)) = 3x) = 3x — 2. 
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Atenţie: Nu se pot compune aplicaţii arbitrare. 
Dacă luăm ca f aplicaţia din exemplul 3, § 1.11, şi ca g 
aplicația din exemplul 4, $ 1.11, atunci gf(2) înseamnă : 
mama posesorului bicicletei œ. Pe de altă parte, fg(s) 
(posesorul mamei bicicletei ~) nu are sens. Două, aplicații f 

i g pot îi compuse într-o aplicaţie gf numai dacă este 
satisfăcută condiţia ca aplicaţia f să ia valori în mul- 
ţimea pe care este definită aplicaţia g. 


1.14. De o importanţă specială sînt noţiunile de aplicaţii 
surjectivă şi injectivă ale mulţimii A în mulțimea B. Dacă f 
este o aplicaţie injectivă a mulţimii A pe mulţimea B 
(aplicație bijectivă), atunci, pentru fiecare ye B există 
exact un element e e A cu y = f(x). Atribuind fiecărui 
element y e B acel element æ e A pentru care y = f(2), 
obţinem o aplicaţie injectivă g a mulţimii B pe A, inversa 
aplicaţiei date f. aia, ind oi beuire n i | 

Inversa g a unei aplicaţii injective f a mulţimii A pe 
mulţimea B este deci definită astfel: 


a = g(y), dacă și numai dacă y = f(a). 
Cu alte cuvinte, 
“gfta) == a pentru orice ae A 


Şi | 
fg(y) = y pentru orice y e B. 


O aplicaţie injectivă particulară a unei mulţimi A 
pe ea însăși este aplicaţia identică 14, definită astfel : 


1,(%) = e pentru orice wv eA. 


Dacă g este inversa aplicației f, atunci gf şi fg sînt 
egale cu aplicațiile identice 14 şi 1, respectiv. 
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Exemple. 


A, B = mulţimea numerelor reale, f definită prin f(x) = 3x + 5. 
În acest caz, inversa g a aplicaţiei f va fi obţinută luind f(g(x)) = x, deci 


1 
39(2) + 5 = x, g(x) = cy (2 — 5): 


Fie f aplicaţia din exemplul 5, § 1.11. Aplicația inversă asociază fiecărui 
cap de om persoana căreia îi aparţine. 


1.15. Numere cardinale 


Cînd spunem despre două mulțimi A și B că au un 
număr egal de elemente sau că au mai multe sau mai 
puţine elemente una decît cealaltă ? Cum ne convingem 
că într-o cameră sînt tot atîţia oameni cîte scaune? 
Cerem oamenilor să se aşeze pe scaune. Dacă rămîn seaune 
libere, înseamnă că sînt mai multe scaune decît; persoane, 
dacă toate scaunele sînt ocupate şi rămîn oameni în 
picioare, atunci sînt mai multe persoane decît scaune; 
dacă fiecare persoană ocupă cîte un scaun şi nu rămîne 
nici un scaun liber, numărul persoanelor este egal cu 
cel al scaunelor. Aşezarea pe scaun corespunde cu efec- 
tuarea (sau încercarea de a efectua) unei aplicaţii injective 
a mulţimii persoanelor pe mulţimea scaunelor. 

Definiţia echivalentei cardinale. Două mulţimi A şi B 
se numesc cardinal echivalente, dacă există o aplicaţie 
injectivă a mulțimii A pe mulţimea B. 

(În afirmaţia „A şi B sînt cardinal echivalente” 
mulțimile A și B joacă un rol simetric, în timp ce am cerut 
existența unei aplicaţii injective a mulţimii A pe E. 
Știm, însă, că va exista şi o astfel de aplicaţie a mulţimii B 
pe A, şi anume aplicaţia inversă.) 


1.16. Mulțimea numerelor naturale 
| N =], 2, usi) 
este cardinal echivalentă cu mulţimea numerelor pare 
2, 4, :0,... 
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intrucit f(e) = 2% dă aplicaţia, cerută f. În mod analog 
mulţimea numerelor naturale esto cardinal echivalentă, 
cu aceea a multiplilor cu 


pede alia 1000; de asemenea, cu mul- 
țimea numerelor > 3 000 pentru care definim f astfel : 


fæ) = æ -+ 3 000. 


Mulțimea N a numerelor naturale este infinită. Orice 
mulțime A care este cardinal echivalentă cu N se numeşte 
numărabilă, adică se pot număra elementele unei astfel 
de mulţimi A cu ajutorul numerelor naturale : elementele 
acesteia pot fi așezate într-un şir. 

Mulţimile finite şi mulțimile numărabile se mai numesc 
şi mulţimi cel mult numărabile. Mulțimea Z a tuturor 
numerelor întregi este numărabilă ; putem așeza elemen- 
tele mulţimii Z într-un şir: i 


Ni 108,4 5,65 aa, 
Z: 0,1, -i pe ae 


Mulțimea Q a-tuturor numerelor raţionale este nu- 
mărabilă : ia zi a 


N:1,2, 3,4, 5,6, 1, 89,10, 11, 12, 18, 


0:0,1, —1, 2, dp? a” O; RL ra > creare 


wə 


N: 14, 15, 16, 17,18, 19,20, 21,22, 23,... 


(Cum continuă acest gir ?) 
Mulţimile infinite pot fi cardinal echivalente cu o sub- 
mulțime. Cu mulțimile finite acest lucru nu este posibil. 
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1.17. Există mulţimi infinite care nu sînt numărabile ? 
Să considerăm A = mulţimea punctelor unui interval 
închis (de exemplu, mulţimea numerelor reale z pentru 
care 0 < v <1). 

Mulțimea A nu poate fi numărată. Să presupunem 
că A ar putea fi numărată. În acest caz, am putea nume- č | | 
rota punctele mulţimii A : + Ë 
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Ci Day Capo... 
Pe A putem alege un subinterval A, astfel ca 
me Aj (1.3) 


(intervalele sînt concepute ca incluzîind punctele extre- 
male). Pe A, alegem un subinterval A, astfel ca ape Aa 
etc. În general (pentru orice număr natural n): pe A, 
alegem un interval A, astfel ca 


ya E Aga: (1.4) 
Lungimile intervalelor A, Á» ... formează un şir des- 


crescător AD AD AD ... Fie c un punct comun 
tuturor acestor intervale: | 


ce, pentru toţi n. | (1.5) 


Deoarece ¢ e A, lui c îi poate fi atribuit un număr. Fie Š 
acest numär p. Atunci 


G = s (1.6) 


Dar a, A, în timp ce, din (1.5) şi (1.6), rezultă că 
A, E Åp. 


Aceasta este o contradicție. În consecinţă, ipoteza noastră 
trebuie să fi fost greșită. Așadar, nu există nici un mod 
de a număra mulţimea A. Mulțimea A este infinită, dar 
nu numărabilă,. 
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Să se observe că aici am făcut uz de noţiunea intui- 
zivă” că un număr infinit de intervale descrescătoare 
fiecare interval fiind inclus în cel precedent, au un punct 
comun. l 


1.18. Cînd se poate spune că mulțimea A este cardinal 
majorată de mulţimea B ? În exemplul cu oameni gi 
scaune, am spus că erau mai puţine persoane decît scaune 
dacă rămineau scaune libere după ce toate persoanele 
stăteau pe scaun. Cînd lucrăm cu mulțimi infinite, acest 
gen de test nu este totuşi suficient. De exemplu, mulțimea 
numerelor naturale poate fi aplicată injectiv în ea însăși 
astfel încît să fie şi surjectivă şi, de asemenea, astfel 
încît să nu fie surjectivă [de exemplu, aplicaţia f definită 
de f(x) = x sau aplicația g definită de g(x) = 22]. In 
consecință, vom spune că mulțimea A este cardinal 
majorată de mulţimea B, dacă există o aplicaţie injectivă 
a mulţimii A în B dar nu există nici o aplicaţie injectivă 
a lui B în A. Se mai spune că mulțimea B este cardinal 
minorată de A. di CORA ae aT iiiam „A | | 

Mai putem afirma : mulțimea A este cardinal majo- 
rată de mulţimea B, dacă A este cardinal echivalentă cu 
o parte a mulţimii B, dar B nu este cardinal echivalentă 
cu o parte a mulțimii A. 


Exemplu 


Mulțimea A a punctelor intervalului închis (vezi 1.17) este cardinal 
minorată de mulţimea numerelor naturale N. Într-adevăr, numerotind 
succesiv un număr infinit de puncte Ay, Ag sse din mulţimea A, găsim 
o porțiune a mulțimii A care este cardinal echivalentă cu mulțimea N, 
în timp ce apare imediat din 1.17 că mulţimea A nu poate ti cardinal echi- 
walentă cu nici o parte a mulțimii N. 


1,19. În 1.4 s-a arătat că o mulţime cu 2 elemente are 
2" submulţimi, deci cu siguranță mal multe decit A 
Luăm acum o mulțime arbitrară (eventual infinită) 


. 
a 


şi formăm mulțimea Q a tuturor submulțimilor mulțimii A, 
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adică 
X eQ, dacă și numai dacă X CA, 


Vom arăta că Q majorează cardinal mulțimea A. 


Teoremă. Mulțimea submulțimilor mulțimii A majo- 
rează cardinal mulţimea A. 

Demonstraţie *. Asociem fiecărui element a e A sub- 
mulţimea {a} din A care este formată numai din ele- 
mentul a; există deci o aplicație injectivă a mulțimii A 
pe o parte a mulţimii Q. Trebuie să demonstrăm acum 
că nu există nici o aplicație injectivă a mulțimii 9 pe 
o parte a mulţimii A. Sau, cu alte cuvinte: nu există 
nici o aplicaţie injectivă a unei părți Ag din A pe O. 
Este adevărată chiar şi următoarea afirmaţie : 

Nu există nici o aplicaţie a unei părţi Ap a mulțimii A 
pe mulţimea O. = 

Pentru demonstraţie, presupunem că f este o aplicaţie 
a părţii Aa CA pe mulţimea Q. Din aceasta vom deduce 
o contradicţie. = Sata E 

Pentru fiecare element w, imaginea lui, (2), este un 
element al mulţimii Q, deci o parte a mulţimii A. Are 


sens să ne punem întrebarea | 
dacă æ efi) sau wefie) 


Să notăm cu U mulţimea elementelor & € Aa cu vefa). 
De aici 


zeU, dacă şi numai dacă ve Ag şi wef(a). (1.7) 


Desigur, U C A, deci U eQ. Întrucît f aplică mulţimea 
Ag pe 9, există un element u astfel încât 


u € A9 i (1.8) 


U = f(u). (1.9) 
Iar acum, ce este adevărat : 
u e U sau weU? 


Și 


* Această demonstraţie solicită mult capacitatea de abstracţie a 
cititorului. La prima atire; poate fi omisă. i utti 
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Trebuie să veriticăm acest lucru în (1,7 


+ Punem u î 
de a. Atunci (1.7) afirmă : î) in loc 


u € U, dacă şi numai dacă u e A o Și ue f(u). (1.10) 


r = e) 
Conform cu (1.8), u e A, în orice uz, astfel că putem 
omite această condiţie suplimentară în (1.10): 


ue U, dacă şi numai dacă u e f(u). (1.1.1) 
Ținind seama de (1.9), avem 
u e f(u), dacă si numai dacă u e f(u) (1.12) 


Aceasta este contradicția căutată, deci teorema este 
demonstrată. Din această teoremă rezultă că, pentru 
orice mulţime A, există o pup B astfel că A mino- 
rează cardinal mulţimea . Bi 


1.20. Avind două mulţimi A şi B, trebuie să se verifice 
una dintre alternativele « şi «': 

a: Mulțimea A este cardinal echivalentă cu o parte 
a ea ca B sau 

: Mulțimea A nu este cardinal echivalentă cu nici O 

ieste a mulțimii B. 

În plus, 

6B: Mulțimea B este cardinal echivalentă cu o parte 
a mulțimii A sau 

B’: Mulțimea B nu este cardinal echivalentă cu nici 
o parte a mulțimii A. 

Din aceste alternative se pot forma patru combinații : À 

a și B’: în acest caz, prin definiție, A minorează 


cardinal pe B. 

a' și p: în acest pi 

= cardinal pe ` 

a și B: atunci A gi B sînt cardinal echivalente. (Această 
afirmaţie este cunoscută sub numele de teorema de don 
valență a lui Bernstein. Demonstrația ei nu este deloc 


ușoară, astfel încît va fi omisă.) 


prin definiţie, B minorează 
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x' şi B’: acest caz nu poate exista. Și demonstrația 
acestei afirmații va fi omisă. Ea se bazează pe ceea ce 
se numeşte postulatul alegerii al lui Zermelo. 

Dacă acceptăm aceste afirmaţii, rezultă că : 

Două mulţimi A şi B se vor găsi întotdeauna într-una 
dintre următoarele trei situații: mulțimile A gi B sint 
cardinal echivalente, mulţimea A majorează cardinal 
mulţimea B, mulţimea B majorează cardinal mulțimea A- 


1.21. Am afirmat în ce caz două mulțimi sînt cardinaž 
echivalente (şi în ce caz una dintre ele majorează cardinal 
pe cealaltă), dar nu am vorbit despre numărul cardinai 
al unei mulţimi. Pentru mulțimi finite, putem defini 
numărul cardinal al unei mulţimi A ca fiind numărul 
elementelor mulţimii. A. Pentru mulțimi infinite, însă, 
această definiţie nu este satisfăcătoare. 

În primele stadii de dezvoltare a teoriei mulțimilor, 
definiţia dată era : numărul cardinal al unei mulțimi A 
este ceea ce au comun toate mulțimile care sînt cardinai 
echivalente cu A. o 

Expresia „ceea ce au comun” este foarte vagă. Astăzi 
există alte metode pentru a da asemenea definiții. Pentru 
a explica aceasta, să considerăm un exemplu. 

Atunci cînd vrem să ne asigurăm că un corp A are 
greutatea de un kilogram, îl comparăm cu o greutate stan- 
dard de un kilogram, folosind un cântar. În termeni mai 
generali, dacă vrem să determinăm greutatea unui corp A; 
comparăm acest corp cu greutăţi standard. Căutăm să 
găsim o greutate standard care cîntăreşte exact cît 
corpul A. Dacă reuşim s-o găsim, atribuim corpului A, 
ca greutate a sa, această greutate standard. 

Cu totul independent de o mulţime de greutăţi stan- 
dard, ne putem asigura, în orice caz particular, cu aju- 
torul unui cântar, dacă două corpuri A şi B sînt la fel 
de grele. Tuturor corpurilor care sînt la fel de grele ca A 
le vom atribui aceeaşi greutate. Vom cuprinde toate 
aceste corpuri la un loc într-o singură clasă * care va îi 
notată prin [A]. Toate corpurile X e [4] sînt la fel de 


* „„Clasă” este sinonim cu ,,mulţime** și se foloseşte pentru a evita 
repetarea prea deasă a acestui ultim termen. l 
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orele ca A. Ele formează o clasă de greutate care diferă 
de celelalte clase de greutăţi. Tuturor corpurilor care 
aparţin aceleiaşi clase de greutate vrem să le atribuim 
aceeaşi greutate. Greutatea corpului A depinde deci de 
clasa [4A] în care A este un element, şi pentru elemente 
ale unor clase diferite greutatea trebuie să fie, în conse- 
cinţă, diferită. 


Dar, cea mai simplă trăsătură distinctivă a corpu- 


rilor, care depinde numai de clasa lor de greutate şi care 
este dilerită pentru fiecare clasă de greutate, sînt chiar 
clasele de greutate cărora le aparţin corpurile respective. 
Rezultă că este rezonabil să definim greutatea unui corp 
prin clasa de greutate din care face parte. Ori: prin 
greutatea corpului A înţelegem clasa tuturor corpurilor 
care sînt exact la fel de grele ca A. 

În mod analog: numărul cardinal al unei mulțimi A 
este clasa tuturor mulțimilor care sînt cardinal echivalente 
cu A. ci 


1.22. În cele precedente, există totuşi o lacună. Pentru 
expresia „A este la fel de greu ca B” vom scrie A ~ B. 

Clasa de greutate [A] a corpului A a fost definită 
astfel : sae daci y 


(0) X e [A], dacă şi numai dacă X ~ A. 
Desigur, noi vrem ca fiecare corp să facă parte dintr-o 


clasă de greutate şi, în particular, ca A să facă parte din 
clasa [A]; prin urmare : 


(1) A e[A]. 


În afară de aceasta, noi vrem ca o clasă de greutate să 
fie caracterizată prin fiecare dintre membrii ei, adică 


(2) dacă B e [A], atunci [4] = [E]. 
Dar dacă, pe lîngă (1), punem condiția : 
(2') dacă B e [A], atunci [4] C [B], 


in acest caz (2) va fi satisfăcută automat, pentru că atunci 
Putem raţiona după cum urmează : dacă B e [A], atunci 
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grele ca A. Ele formează o clasă de greutate care diferă, 
de celelalte clase de greutăţi. Tuturor corpurilor care 
aparțin aceleiaşi clase de greutate vrem să le atribuim 
aceeași greutate. Greutatea corpului A depinde deci de 
clasa [A] în care A este un element, și pentru elemente 
ale unor clase diterite greutatea trebuie să fie. în conse- 
cinţă, diferită. ' | 


Dar, cea mai simplă trăsătură distinctivă a corpu- 


rilor, care depinde numai de clasa lor de greutate şi care 
este diferită pentru fiecare clasă de greutate, sînt chiar 
clasele de greutate cărora le aparţin corpurile respective. 
Rezultă că este rezonabil să definim greutatea unui corp 
prin clasa de greutate din care face parte. Ori: prin 
greutatea corpului A înţelegem clasa tuturor corpurilor 
care sînt exact la fel de grele ca A. 

In mod analog: numărul cardinal al unei mulțimi A 
este clasa tuturor mulțimilor care sînt cardinal echivalente 
CU A. ..* E i 


1.22. În cele precedente, există, totuşi o lacună. Pentru 
expresia „A este la fel de greu ca B” vom serie A ~ B. 
Clasa de greutate [A] a corpului A a fost definită 
astfel : | i alee oi | 
(0) X e [A], dacă şi numai dacă X ~ A. 
Desigur, noi vrem ca fiecare corp să facă parte dintr-o 
clasă de greutate și, în particular, ca A să facă parte din 
clasa LA]; prin urmare : | 
(1) A e[A]. 
În afară de aceasta, noi vrem ca o clasă de greutate să 
fie caracterizată prin fiecare dintre membrii ei, adică 
(2) dacă B e [A], atunci [A] = [B]. 
Dar dacă, pe lîngă (1), punem condiția : 
(2°) dacă Be [Al atunci [A] C [LE], 


făcută automat, pentru că atunci 
mează : dacă B e [A], atunci 
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LA] C [B]; deci, ţinind seama de (1), A e{B}; prin 
urmare, în conformitate cu (2) (dar acum sehimbind 
între ele A şi B) vom avea [B] C [A]; deci [A] = [B]. 

Acum, conform definiției (0), afirmația (1) este 
aceeaşi cu 
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(15) AA gi 


şi (2”) este aceeaşi cu 


a 


(2*) dacă B~ A şi C ~ A, atunci C~ B. 
Din (1*) şi (2*) rezultă de asemenea : 
(3*) dacă A ~ B, atunci B ~A, 


după cum vedem dacă înlocuim în (2*) pe B prin A,pe A 
prin B gi pe: C prina B- , 

Afirmațiile (1%), (2*), (3*) sînt evident adevărate 
dacă semnul ~ se citeşte „la fel de greu”. Dar ele sint 
tot atît de adevărate dacă socotim că semnul ~ înseamnă 
„la fel de lung”, „la fel de vechi”, „la fel de scump”, 
„la fel de frumos”, „congruent””, „asemenea cu”, „egal 
cu”, „simultan cu”. O interpretare mai neutră a semnului 
este „echivalent cu”. Š i; Bo 

Exprimate în cuvinte, cele trei proprietăți (1*), (2%), 

(3*) vor deveni atunci: = re? 

(1) Fiecare obiect este echivalent cu el însuşi (re- 
flexivitate) 

(2”) Dacă două obiecte sînt echivalente cu un al treilea,  , 
acestea sînt echivalente între ele (tranzitivitate). 

(3”) Dacă un obiect este echivalent cu un al doilea 
obiect, atunci al doilea obiect este echivalent cu primul 
(simetrie), | | 

Relaţiile (ca „a fi la fel de greu”, „a îi congruent” etc.) 
care posedă proprietăţile (1'), (2) şi (3'') — de fapt, 
primele două proprietăţi sînt suficiente — sînt cunoscute 
sub denumirea de relații de echivalență. 

Dacă într-o mulţime Q este dată o relaţie de echiva- 
lenţă, adică dacă știm despre fiecare pereche de elemente 
A şi B ale unei mulţimi Q dacă A ~ B este adevărată 
sau nu, atunci putem subdivide întreaga mulţime Q în 


Ldr 
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clase, punînd în aceeaşi clasă elementele echivalente între 
ele din mulţimea Q. Olasa de echivalentă [A] este atunci 
definită ca mulţimea tuturor elementelor X eQ cu 
XA. 

„Cardinal echivalență” este tot o relaţie de echi- 
valență, Într-adevăr, în primul rind : fiecare mulţime este 
cardinal echivalentă cu ea însăși, și anume, prin aplicația, 
identică. În al doilea rînd: dacă B gi C sînt cardinal 
echivalente cu A, atunci există o aplicație injectivă f 
a mulţimii B pe A şi o aplicaţie injectivă ga mulțimii C 
pe A; dacă h este inversa: aplicaţiei f, atunci hg, ca o 
compunere de aplicaţii bijective, va îi și ea o aplicaţie 
bijectivă ; prin urmare, mulțimea C este cardinal echi- 
valentă cu mulţimea B. Clasa de echivalență cardinală a 
mulţimii A se mai numeşte numărul cardinal al mulţimii A. 


1.23. Între perechi de corpuri mai există și relaţia „a îi 
mai puţin greu” (sau „a fi mai greu”). Această relație 
poate fi şi ea transferată la perechi de clase de greutate, 
dacă sînt cunoscute următoarele: 

“Dacă corpurile A şi A” sînt la fel de grele (la fel ṣi 
corpurile B și B’) şi dacă A este mai puţin greu decit B, 
atunci A” este şi el mai puţin greu decît B’. 

Faptul ca A să fie mai puţin greu decît B depinde deci 
numai de clasele din care fac parte A şi B. 

Ceva asemănător se aplică şi numerelor cardinale. 
Dacă mulţimea A este cardinal echivalentă cu A“, iar B 
cu B', şi dacă A minorează cardinal pe B, atunci 

A" minorează cardinal pe B'. Într-adevăr, atunci există 
aplicaţiile injective (fig. 4): | 

f a mulţimii A pe mulţimea A, 

g a mulţimii B pe mulţimea B', 

o a mulțimii A în mulţimea B 
şi nu există IRI 

nici o aplicaţie injectivă a mulţimii B în A 

Dar, dacă h este inversă aplicaţiei f, atunci există o 
aplicaţie injectivă, | 

goh a mulţimii A' în mulţimea B', osa sol adl o 
şi, în atară de aceasta, dacă ar exista o aplicaţie injectivă 

y a mulţimii B’ în A, a 
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atunci existenţa aplicaţiei injective 
= hbg a mulţimii B în A 
„ar fi contrară ipotezei. 
Putem, deci, da următoarea definiţie : dacă A minorează 
cardinal mulţimea B, atunci se spune că numărul cardinal 
al mulţimii A este mat mic decît cel al mulțimii B. 


A 


su deig 4: 


1.24. Cu această noţiune de ‚mai mic”, numerele car- 
dinale formează ceea ce se numește o mulțime ordonată 
(la fel ca, de exemplu, numerele naturale sau numerele 
reale). Se spune că o mulţime Z este ordonată prin relaţia 
„<” (se citeşte „mai mie decit”) dacă, pentru fiecare 
două elemente diferite a, b ale mulțimii Z, se produce una, 
și numai una dintre cele două posibilităţi: 


a<b sau b<a 


și dacă, pentru fiecare trei elemente diferite a, b, e ale 
mulțimii Z rezultă 


din a<bşib<e,căa<ce 


(tranzitivitate pentru relaţia <). | 

În loc de a < b scriem şi b >a; în loc de „a <b 
sau a = b“ scriem a <b; iar în loc de ab senem și 
b >a, 


N 
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1.25. Perechi 


Formarea claselor cu ajutorul unei noţiuni de echi- 
valență este una dintre cele mai obişnuite metode de 
formare a conceptelor matematice. Dăm aici cîteva 
exemple, 

Pornind de la numerele întregi, numerele raţionale 
pot fi definite ca fracţii, avînd ca numărător orice număr 
întreg, iar ca numitor un număr întreg diferit de zero. 


tè è (e) 8 G] 12 - Li (YI . 
Astfel fiind, este evident; că TUT trebuie să reprezinte 
0 


acelaşi număr rațional. Aceasta se poate formula mai 
exact precum urmează : prin 


Că bai 


înțelegem perechea formată din a şi b şi, mai exact, 
perechea ordonată, adică <a, by este diferită de <b, æy 
(în orice caz, dacă ab). (Prin urmare, <a, bẹ nu este 
pur şi simplu mulţimea avînd elementele a şi b.) 

Fiind date două mulțimi A şi B, putem forma mul- 
ţimea tuturor perechilor <a, b> cu a c A şi b e B. Numim 
această mulțime produsul cartezian al mulțimilor A şi B 
şi o notăm prin A x B. Deci ce x B, dacă şi numai 
dacă c = <a, bò pentru anumiţi a € A ṣi b € B. 

Fie Z mulțimea. tuturor numerelor întregi şi fie H 
mulțimea tuturor numerelor întregi Æ 0. Vom forma 
Z x H, adică mulțimea tuturor perechilor <a, bY cu ae Z 
şi b e H și vom presupune că <a, by trebuie să reprezinte, 


a E da ` 
de fapt, fracţia Ft Introducem, deci, o relaţie de echi- 
valență : di 


pentru <a, b) cZ x H şi <a,byeZxH 
punem 


CA, bY m (a, by 
dacă şi numai dacă 
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i A Li t. 8 > 12 K w è RR 
(Ne sîndim la fracțiile rii DT ele reprezintă acelaşi 
LD 


număr raţional deoarece 8 x 15 = 12 x 10). Veriticăm 
că aceasta este o relaţie de echivalență aşa cum este con- 
siderată la $1.22, (1%) — (2%), şi formăm cu ajutorul 
acestei echivalenţe, împărţirea în clase. 

Pentru orice a eZ şi b e H clasa din care face parte 
<a, b), adică clasa 
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[<a, bX] 


se numeşte număr rațional, | Astfel, de exemplu, (4, 5), 

(— 4, —5), 4—8, —10), <80, 100) se găsesc în aceeaşi 

clasă — numărul raţional care în mod obișnuit este 
gta iu mai mată 

reprezentat prin fracția Fi ) i patati 


Putem acum să definim adunarea numerelor raționale 


începînd cu adunarea perechilor ordonate, pe care o de- 
finim astfel: dacă —— P aa | 


O laby eZ xH sileo dy eZ xH, 
atune e at aa d j z 


O <a, by e AX = Cad + bo, bå). 


À 


Şi această pereche eZ xH , deoarece b 0, dÆ 0, deci 
bd +0. (Să se verifice că aceasta corespunde cu regula 


obișnuită de adunare a fracțiilor.) i 
Dacă fiecare termen al sumei este înlocuit cu altul 


echivalent, suma este și ea înlocuită prin alta echivalentă. 
Într-adevăr, fie 


<a, b) ~ a, D'Y, ce, d) ~ ce, d'Y, 
atunci HONE B 
ab' = a'b, cd' = o'd. (1.13) 
34 


Trebuie să arătă că 

cad +- be, bd) ~ cad! + b'e, b'as 
şi, prin urmare, că 

(ad + be) b'd' = (a'd + b'o')bd. (1.14) 
Dar membrul întîi din m este egal cu 

adb'd' + bob'd' = = ab'dd' +- bb'ed' 
Şi, ţinînd seama de (1. 13), acesta devine” 

abilă T bed = a = tata” T vood 

adică membrul al doilea din a 14). 


Acum, pentru două. „numere. „Fățioriale; putem defini 
în mod unic suma lor : saspi R pa l 


Ka, b>] + Ke, D1- = [aa + de 5 b0) 


întrucît am demonsa că ol sumei a leii pereebi 
nu depinde de alegerea acestor: perechi în clasa lor. 

În mod analog putem defini celelalte operaţii cu numere 
raționale şi demonstra, diferitele legi aritmetice bine 
cunoscute. 


1.26. Să considerăm, un alt exemplu de formare a cla- | 


gelor cu ajutorul unei relaţii de echivalență. 


Pregupunem că Z reprezintă iarăşi mulţimea nume- 
relor întregi. Fie m un număr întreg dat. Fie H mulţimea 
multiplilor lui m, adică ce e H, dacă şi numai dacă e = md 
pentru d e Z. Se vede ugor că, dacă b e H și ce H, atunci 
şi c—be H. Luăm acum 


an b, dacă și numai dacă a — b € H, 
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CAPITOLUL 2 -> 


LOSICA PROPOZIȚIILOII 


2.1. În logică înţelegem prin ooe ceea ce în 


termeni lingvistici se reprezintă printr-o frază SEENA 


semnificativă, 


_ =: i ~ 


Toţi oamenii sânt; muritori. 

Socrate este un om. 

Dacă a < b, atunci b >a. 

Toți negrii sînt albi. 

Toți albii sînt albi. 

Dacă zăpada arde, rămîne cenuşă. 

Nu este necesar ca propoziţiile să fie afirmaţii 
adevărate. | 

„„Propoziţie” nu este acelaşi lucru cu frază”. „Frază” 
este o noţiune de lingvistică, în timp ce propoziţie” este 
o noțiune de logică. „Socrate este un om” şi „Socrate 
est un homme” sge referă la aceeași uroposiţie. dar în 
limbi diferite. 

„Cît este ceasul ?” gi „Încetează !”? nu sînt propoziţii. 
Pe de altă parte, următoarele afirmaţii sînt propoziţii : 
Ion l-a întrebat pe Petru cît este ceasul” şi „Ion i-a spus 
lui Petru: încetează !”. 
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2.2. În capitolul 3 vom face în continuare analiza unor 
propoziţii simple ca „Socrate este un om”, analiză simi- 
lară cu analiza, gramaticală. În acest capitol, vom des- 
compune propoziţii numai în măsura în care compo- 
nentele lor sînt tot propoziţii. 
Pentru a reuni propoziţiile în altele mai complicate, jiġ 
se folosesc conjunctiile. e, 
Reunirea prin şi”: 
Suedia a învins Germania și Brazilia a învins Suedia. 
Reunirea prin „sau” : i 
Soneria este defectă sau nu este nimeni acasă. 
Reunirea prin „dacă... atunci”: aa | 
Dacă soseşte un tren, atunci semaforul arată calea 
închisă. | | 
_Reunirea prin „dacă şi numai dacă: = = = = 
Dacă şi numai dacă soseşte un tren, semaiorul arată 
calea închisă. -. adi 
Reunire multiplă se produce în propoziţia : . 
“Dacă A învinge pe B şi O învinge pe D, atunci A 
„va juca cu C și B va juca cu D. > iti Sif! 
Există, desigur, multe alte conjuncţii, dar cele mer- 
ţionate mai înainte prezintă un interes deosebit din cauza 
caracterului lor logic specific. | S mă 
Pentru a ne asigura dacă o propoziție compusă ,,p 
și q” este adevărată, trebuie să știm numai dacă cele două 
componente p și q sînt adevărate. Dacă ele sînt adevărate, 
P atunci „p şi q” este adevărată. Pentru aceasta, nu este 
necesar să se cunoască mai mult în legătură cu conținutul 
propoziţiilor p sau q. De asemenea, se poate deduce ade- 
. vărul propoziției „p sau 4, dacă se ştie ca cel puţin 
una, dintre propoziţiile componente este adevărată ; con- 
ţinutul real al propoziţiilor p Și q nu ne interesează. 
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» este considerată a fi adevărată şi în cazul în 


bservație : ,,p sau q 
eir ky dă int adevărate. 


care ambele propoziții PRIS 


f aloe se poate aplica și propoziției „dacă P, 
aeiia mag Când STA adevărată o astfel de propoziţie ? 
Să considerăm unul dintre exemplele date mai înainte. 
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Există patru posibilităţi, reprezentate de cele patru cazuri 
din schema următoare : 


Trenul 
Semnalul i 


Calea închisă 


Soseşte | Nu soseşte 


Calea deschisă | 


Care dintre aceste patru posibilităţi confirmă afirmaţia 
„dacă soseşte un tren, atunci semaforul arată calea în- 
chisă”, şi care dintre ele o contrazic? Dacă constatăm 
că un tren soseşte şi sematorul este închis (prima coloană, 
linia întîi), afirmaţia este confirmată. Ea este confirmată 
şi în cazul cînd nu soseşte nici un tren şi semaforul arată 
calea liberă (coloana a doua, linia a doua). Afirmația 
rămîne încă adevărată, și în cazul în care nu vine nici un 
tren şi semaforul arată calea închisă (coloana a doua, 
linia întîi), întrucât propoziția nu spune nimic despre 
ceea, ce se întîmplă dacă nu soseşte nici un tren : în acest 
caz, semnalul poate arăta calea liberă sau închisă. Dar, 
dacă s-ar întîmpla vreodată să constatăm că soseşte 
un tren şi totuşi sematorul arată calea liberă (coloana întîi, 
linia a doua), atunci afirmația va trebui să fie respinsă. 

Găsim astfel că o propoziţie „dacă p, atunci q” este 
neadevărată numai dacă propoziţia p este adevărată şi g 
este totuşi neadevărată ; în toate celelalte cazuri ea este 
adevărată. Cu alte cuvinte, această propoziţie este ade- 
vărată atît cînd p este neadevărată şi q este arbitrară, cit 
gi cînd q este adevărată şi p este arbitrară. _ 

De acum înainte vom folosi următoarele notații : 

p A q pentru „p şi q”, 

. p y pentru „p sau q”, 
p —> q pentru „dacă p, atunci qQ”, 
p= q pentru „p dacă şi numai dacă q”. 


Simbolul V provine de la litera ,,v” din cuvîntul latin 
„vel” (care înseamnă sau”); simbolul A este V întors; 
simbolurile — gi — sînt evidente de la sine. 
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Aceste conective A, V, —, — (sau functori logici) 
își au denumirile lor speciale : 

p A q conjuneţie (a propoziţiilor p şi q) 

pva disjuncție (a propozițiilor p şi q) 

p —> q implicație (a propoziției q din p) 

p — q echivalență. 

În implicația p —> q se folosesc termenii antecedent 
(premisă) şi consecvent (concluzie) pentru a desemna 
respectiv propozițiile p şi q. 

Pe lîngă. semnele A, V, >, —, care combină întot- 
deauna două propoziţii într-o nouă propoziție, prezintă 
importanţă şi semnul 77], care trebuie citit ,non”. Acest 
semn schimbă o propoziție- p într-o propoziție 
“lp(=— non p). Propoziția , (soseşte un tren)” înseamnă 
„nu soseşte nici un tren”. Pentru a şti dacă propoziția 
qp este adevărată, nu avem nevoie să ştim decît dacă 
propoziția p este adevărată : dacă p este adevărată, atunci 
qp nu este adevărată, iar dacă p nu este adevărată, 
atunci -]p este adevărată. 

Legătura formată cu ajutorul conectivului `~] este 
cunoscută ca 


“Ip negatie (a propoziției p). 


? 
? 
i 


2.3. Calculul propoziţiilor poate fi acum înfăţişat după 
cum urmează. Din propoziţii date p, q, r,..., putem, 
cu ajutorul conectivelor, să formăm noi propoziţii, de 
exemplu SA ju MĂ 3i i 


(p A r) > [p > g) Vg => Ip): 
Bineînțeles, trebuie să fim atenți cu îngiruirea cons- 
trucției și, dacă va fi necesar, să o indicăm folosind pa- 
rantezele. Astfel, 


(pVoArsipV(gAT) 


sînt diferite după cum urmează : în primul caz, tormăm 
mai întîi p V q şi legăm rezultatul, prin A, cu 7; mM al 
doilea caz, formăm mai întîi q A r ȘI apol o legăm cu P 
cu ajutorul lui V. 
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În ceea ce priveşte semnul ~], vom adopta urmă- 
toarea convenție : 

dacă semnul ~] este urmat de o literă, acesta se referă 

la această literă ; dacă semnul ~] este urmat de o paran- 

teză care se deschide, acesta se aplică la întreaga expresie 

pînă la închiderea parantezei respective. Prin urmare, în 


SĂPT 


formăm mai întîi negația propoziției p şi apoi o com- 
binăm cu r prin disjuneţie, în timp ce în 


ov 


se formează mai întîi propoziţia p V 7 şi apoi aceasta 
este negată. ag | 
= Ceea ce ne interesează cu deosebire în propoziţii este 
valoarea de adevăr pe care o au, adică dacă ele sînt ade- 
vărate sau false. Pentru a ne asigura de acest lucru, nu 
avem nevoie să deţinem vreo altă informaţie privitoare 
la propoziţiile componente luate separat în afară de valo- 
rile lor de adevăr. Acestea determină în întregime va- 
loarea de adevăr a propoziției compuse. 
Vom folosi simbolul 0 pentru fals şi simbolul 1 pentru 
adevărat. E 
În cele ce urmează, valoarea de adevăr a unei pro- 
poziţii va fi notată prin |p |. Deci, pentru oricare propoziţie 
p particulară este valabil sau |p| = 0 sau | Dj = i 
Pentru fiecare conectiv, putem construi un tabel de 
adevăr care indică în ce cazuri o combinaţie formată cu 
ajutorul acestui conectiv este adevărată şi în ce cazuri 
este falsă: 


| Ip pha pVa p>4 poa Ph 
0 0 1 1 


pii bi T e D 
= O = Ola 
Po a 
Soo 


0 1 1 0 
0 1 iz 20 
1 1 al 
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La stinga liniei verticale sînt indicate toate cele patru 


posibilităţi care se pot; produce cu perechea p, q (adică 


„p falsă” şi „p adevărată” combinate cu „q falsă” gi 
„q adevărată”). La dreapta liniei verticale sînt date valo- 
rile pe care le vor avea în aceste cazuri propozițiile for- 
mate. De exemplu, IP Aql =1, dacă gi numai dacă 
2|=1 şi |g| =1; propoziţia p—> q este falsă, dacă, 
şi numai dacă p este adevărată iar q este falsă, ete. În 
această schemă apare un nou conectiv, destul de impor- 
tant din punct de vedere teoretic: bara din p/q, care 
trebuie citită ca | 


nici p nici g. -> 


De iapt acest lucru este adevărat numai dacă ambele 
propoziţii p şi q sînt false. 

Putem determina acum valorile de adevăr ale unor 
combinații mai complexe şi putem construi pentru ele 
tabele de adevăr. 

Cînd este adevărată propoziţia “Jp V q? Sau, dim- 
potrivă, cind este ea falsă? 

Ea este falsă, dacă şi numai dacă |p este falsă şi e 
este şi ea falsă. Putem enunța acest lucru după cum 
urmează : dacă şi numai dacă propoziţia p este adevărată 
și propoziţia q este falsă. De aici se vede că propoziţia: 
1p V q este adevărată și falsă în aceleaşi condiţii ca 
și propoziţia p — q. Deci, spunem că propoziţiile Ip V q 
și p > q sînt echivalente, adică 


| IP V 4| =p > q| pentru orice p şi q. 
Alt exemplu : propoziția (1p A q) este falsă, 


dacă și numai dacă 1p A 1g este adevărată, adică 
dacă “Ip este adevărată şi ]q este de asemenea adevărată, 


ceea ce se va întîmpla dacă p este falsă şi q este falsă. 


Dar propoziţia p V q este şi ea falsă numai în aceste 
condiţii. Prin urmare, propozițiile (p A 19) Și 
pP V q sînt echivalente. i 
În consecinţă : | i casio = di 
|] (Cp A —lq) = |p V q| pentru orice p și q: 
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Alte cazuri evidente de echivalență sint 

|— (Ip)| = |p| pentru orice p, 

Ip A q| = |q A p| pentru orice p şi q. 

Ne putem convinge că două propoziții sînt echivalente 


substituind literele pe care le conțin prin 0 și 1 şi cal- 
culînd conform tabelelor de adevăr. 


Exemplu 
p a r| Geyd roClpA la e> IppA Ia 
0 0 0 1 1 i 
0 0 1 1 pi 1 
01 0 1 d» 0 
0 1 1 0 0 0 
1.0 0 1 1 1 
1 0 1 0 0 0 
1 1 0 1 1 0 
Al vă 0 0 0 


2.4. Propoziţiile compuse 


p >p, P V IP, (P >49) > Clg > 1P), 

T VÀ Pr A T), P> 4 >p), 

(2 = =a rA T) 
prezintă trăsătura particulară că sînt întotdeauna ade- 
vărate. (tautologii), adică indiferent dacă propozițiile com- 
ponente p, q, r, ... sînt adevărate sau false. (A se verifica 
acest lucru). Pe de altă parte, propozițiile 


p AIP, (P —>4) A Clg AP), 


Kp 4) A (4 —>r)] Ap A) 


sînt întotdeauna false, adică indiferent dacă p, 4, 7, ...- 
sînt adevărate sau false. (A se verifica). 


44 


Scanned with OKEN Scanner 


Propoziţiile 
P, PVP, PAP 


sint uneori adevărate, uneori false (şi anume, sînt ade- 
vărate dacă p este adevărată şi false dacă p este falsă). 
Propoziția 


(P=) =(= p) 


este de asemenea uneori adevărată şi uneori falsă (şi 
anume, este falsă dacă p este falsă şi q adevărată şi este 
adevărată în toate celelalte cazuri). De asemenea, pro- 
poziţia 


(p >= 4) > (r —> 4) 


este uneori adevărată şi uneori falsă. 

Fiind dată o propoziție A compusă din propoziţiile 
p, q, 7, ... putem încerca să atribuim propozițiilor p, 
q, 7, ... valori de adevăr în așa fel încît A să fie adevărată. 
Acoastă operație se numeşte „a satisface” propoziția A. 
Dacă reuşim să facem acest lucru, spunem că propoziția A. 
poate fi satisfăcută sau este realizabilă. (Dacă nu este 
posibil să se satisfacă propoziţia A, atunci A este întot- 
deauna falsă.) | 

Putem face aceeaşi operaţie dacă se dă o mulțime Q 
de propoziţii A. Dacă putem atribui propoziţiilor p, 4, 
r, ... astfel de valori de adevăr încît toate propoziţiile 
A eQ să fie simultan adevărate, spunem că mulțimea Q 
este realizabilă. 

De asemenea, putem încerca să dăm propozițiilor p, 
q, r, ... astfel de valori de adevăr ca A să fie falsă. Dacă 
reuşim să facem aceasta, propoziţia A se numeşte refutabilă. 
(Dacă nu reuşim, atunci A este adevărată pentru orice 
valori ale propoziţiilor p, q, 7, -..-, adică A este întot- 
deauna adevărată.) 

Un sistem Q de propoziţii este numit refutabil, dacă 
pentru anumite valori date propoziţiilor p, 4, 7, ... cel 
puţin o propoziţie A e Q este falsă. 
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Din cele precedente rezultă că, pentru o propoziţie A, 
expresia „nu poate fi satisfăcută” este aceeaşi cu „întot- 
deauna falsă”. În mod analog, „,irefutabilă” este aceeași 
cu „tautologie'”. Dacă A este tautologie, atunci A este 
realizabilă. Dacă A este întotdeauna falsă, atunci. A 
este și refutabilă. Dacă A este tautologie, atunci 7]A 
este întotdeauna falsă. Dacă A este întotdeauna falsă, 
atunci |A este tautologie. Dacă A este realizabilă, atunci 
"A este refutabilă. Dacă A este retutabilă, atunci “]A 

este realizabilă,. | 


2.5. | Principiul devai 
În 2.3 au fost introduse propozițiile echivalente, de 
exemplu : 
p>q ï PVY 
pr A Ta) şi pVa, 
(p) și P. | 


Din aceste perechi putem obține propoziţii care sînt 
întotdeauna adevărate : 


(e > 4) ~ P V 9, 
P A ME y. 4), 
Sees R ITP) = P. 
Acodbai întrucât condiția necesară ca propoziţia 
4> tB? 
să fie adevărată este ca pr opoziţiile A, şi B să fie întot- 
deauna simultan adevărate sau false, iar acesta este 
tocmai cazul propoziţiilor iii Aceasta se enunță 


în general prin 


46 


Scanned with OKEN Scanner 


| Principiul echivalenţei. Dacă propoziţiile A şi B sînt 
compuse din P, q, 7,....şi dacă ele sînt echivalente, 
adică dacă | “i 


5 |A| == |B| pentru orice p, Ay Ty sees 
atunci 


rp 


pA Si B 


este tautologie Şi reciproc : dacă A — B este tautologie, 


atunci A şi B sînt echivalente. 
2.6. Principiul deducţiei `> 


O altă metodă de construire a unor propoziţii care să 
fie întotdeauna adevarate se bazează pe principiul de- 
ducției. 

Propoziția D= q nu aste, desigur, întotdeauna ade- 
_vărată (ea este falsă dacă p este adevărată şi q este falsă). 

Dacă, însă, presupunem că q este adevărată, atunci 
p — gq este şi ea adevărată, întrucât cu siguranţă nu se 
va produce cazul în care p — q este falsă. Prin urmare, 
în ipoteza „q este adevărată”, propoziţia p—q este şi 
ea adevărată. Dar din aceasta rezultă o. formulă care 
este întotdeauna ade Yaria, şi anume 


d> lp g). 


Metoda dată aici poate fi formulată, în termeni ge- 
nerali, după cum urmează : 
, Principiul dedueţiei. Fie A, ... Ans A, B propoziţii 


compuse din p, q, r „ Presupunem că B este adevărată 

Ji iii toate valorile luate de pP, q, 7,... pentru care 

Ar... A, A sînt simultan adevărate. În acest caz 
A—B 


este adevărată pentru toate valorile luate de p, q, f, ... 
pentru care propozițiile A, ..., A, sînt simultan ade- 
värate. 


n 
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Într-adevăr, să presupunem că ar exista un sistem 
de valori ale propoziţiilor p, q, 7, ... pentru care A, PA, 
să fie adevărate dar A —> B să fie falsă. Deci, pentru acest 
sistem de valori propoziţiile 4,,..., An, A ar fi adevărate 
şi, totuși, propoziţia B ar fi falsă, ceea ce este contrar 
ipotezei. Mai concis, principiul deducţiei poate fi enunțat 
după cum urmează : 

Dacă propoziţia B este adevărată în ipoteza că pro- 
poziţiile A}, ..., A, A sînt simultan adevărate, atunci 
implicaţia A — B este întotdeauna adevărată în ipoteza 
că A, ..., A, sînt simultan adevărate. 

În particular, dacă B este adevărată în ipoteza că A 
este adevărată, atunci A — B este o tautologie. 


Exemplu 


Propoziția 
(p =g) A (1> r)] => (p —> r) 
este întotdeauna adevărată. 

Aceasta se poate demonstra precum urmează. Să 
presupunem că (p—>q) A (q4—>r) Ne propunem să 
demonstrăm că p—r. (Dacă reuşim să facem aceasta, 
atunci, conform principiului deducției, am terminat 
demonstrația.) Din ipoteză rezultă că p —> q este adevărată 
și q — r este de asemenea adevărată (căci numai în acest 
caz conjuncţia considerată este adevărată). Să mai ad- 
mitem că p este adevărată. Atunci, întrucît p >q este 
adevărată, q trebuie să fie şi ea adevărată (a se vedea 
tabelul de adevăr pentru implicaţie). Din „„q este ade- 
vărată”” rezultă în același mod, întrucît q —>r este ade- 
vărată, că r este adevărată. 

În consecinţă, în ipoteza „(p-—q9) A(q—>r) este 
adevărată”? şi „p este adevărată”, se constată că r este 
adevărată. Conform principiului deducţiei, se obţine: 

p —>r este adevărată în ipoteza că (p >q) A (q —>') 
este adevărată, iar de aici rezultă — aşa cum s-a indicat 
mai înainte — că 

[p > g) A (4 >r) => (p >r) 
este întotdeauna adevărată. 
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Exerciţii 

folosind această metodă, să se demonstreze că propoziţiile 
(p=>9)—> lu= n) p 5, 
Kp > q) A (rs) [p ATt)—> (4 ASI, | 
ip > dì) vV E> s) > Kp A> la V 5) 


sînt întotdeauna adevărate. BERS 
Aplicînd principiul echivalenței și principiul deducţiei, să se arate că 


EEE Ho: Aa) a-i 


este întotdeauna adevărată, adică să se demonstreze cu ajutorul prin- 
cipiului deducţiei că ŢI = iih | 
p=>(4—=n-=lpAgD=rl 
ȘI e Aan 
[(Pp A 9) >r] > [p> (q> r)] 


sînt întotdeauna adevărate. 


O variantă a principiului deducţiei este principiul 
disjuncţiei, pe care cititorul l-a putut aplica anterior, 
fără să-şi dea seama, la studierea problemelor prece- 
dente. În cursul unei demonstraţii se poate întîmpla să. 
distingem anumite cazuri a şi B şi apoi să scoatem aceeaşi 
deducție D atît din a cât şi din B, ajungînd în cele din 
urmă la concluzia că D rămîne valabilă în toate cazurile. 
Acesta este î | 

Principiul disjuneţiei. Fie 4, ..., A, B, C, D pro- 
poziții compuse: din p, q, f, ... Presupunem că pentru 
orice sistem de valori ale propozițiilor p, q, 7, ... pentru 
care Á, ..., A, Sînt adevărate, sau B sau C este ade- 
vărată. Presupunem, pe lîngă aceasta, că D este adevărată, 
în ipoteza „A+. .., A, B sînt adevărate” şi, de asemenea, 
în ipoteza „Aa, ..., A, C sînt adevărate”. In acest caz, 
D este adevărată în ipoteză „As, .. -, A, Sint adevărate”. 

Principiul deducţiei și cel al disjuncției pot fi enun- 
țate şi pentru o mulţime infinită de propoziţii, nu numa 
pentru un sistem de n propoziții A, ..-» A. 
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2.1. Principiul negaţiei 


| 
| 


_ Principiul negaţiei. Dacă A este întotdeauna ade- 
vărată, atunci 71A este întotdeauna falsă. Aceasta rezultă 
din 2.4 (la sfîrșit). 

Propoziția p A “Ip este întotdeauna falsă, după cum 
se vede din tabelul de adevăr (p și non p nu pot exista 
simultan, ele se exclud reciproc : legea contradicției). Deci 


“Ip A 719) 


este întotdeauna adevărată. j .  ? Ei şi, 
Mai pot îi formulate încă și alte principii de acest gen. 


2.8. Principiul substituţiei 


Principiul substituţiei. Fie A o propoziţie întotdeauna 
adevărată, compusă din pP, q, r,... Orice propoziţie 
obţinută din A înlocuind p, q, 7,... cu alte propoziţii 
este și ea întotdeauna adevărată. 

Acest lucru este evident. 


Exemplu 


q—(p—q) este o cunoscută propoziţie care este întotdeauna adevă- 
“rată,  Înlocuim q prin p—>q şi p prin "](rV p). Obţinem atunci 
următoarea propoziţie care este întotdeauna adevărată; 


(p —> q) > {E Krv p)] > (P > 9) 


2.9. Modus ponens 


Toate principiile precedente au drept scop să formeze 
noi propoziții din anumite propoziții întotdeauna ade- 
vărate. Obținem astfel propoziții întotdeauna ade- 
vărate din ce în ce mai lungi. Acum vom considera un 
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vincipiu cu ajutorul căruia din propoziţii înt 
, wi ! otd 
adevărate pot fi deduse altele mai scurte. | A 
Modus ponens. Dacă A este întotdeauna, 
dacă A —> B este întotdeauna adevărat 
de asemenea întotdeauna adevărată. 
Simbolic acest lucru se scrie astfel : 
A 
A — B A, A=—B 
B a B 


una adevărată şi 
a, atunci B este 


De fapt, dacă propoziţiilor p, q, r,.... din care sînt 
compuse A şi B li se atribuie cîte o valoare arbitrară, 
atunci — în coniormitate cu tabelul de adevăr pentru 
implieaţie şi întrucît A — B este adevărată — se pot 
ivi numai următoarele cazuri : 

A falsă şi B adevărată, 

A falsă şi B falsă, 

A adevărată şi B adevărată. 
Aici toate cazurile cu ,,A falsă” sînt excluse (dat fiind că A 
este întotdeauna adevărată), astfel că rămîne numai al 
treilea caz, iar în acest caz B este adevărată. 


Exemplu 


Cunoaştem propoziţia întotdeauna adevărată 
p>(1—p) 


Înlocuim acum propoziţia p printr-o propoziţie particulară arbitrară 
întotdeauna adevărată A (principiul substituţiei). Propoziția obținută 


A > (q >A) 


va fi atunci întotdeauna adevărată. Dar, întrucit A este tutatdeauna 


adevărată, rezultă că în acest caz propoziţia 
q>A 


oi a j ) dus ş. Astfel 
este întotdeauna adevărată, în conformitate cu modus ponens y 
tdeauna adevărată; - 


următoarea propoziție este înto 


q > [p > (ap): 
pl 
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2.10, O listă de tautologii 


Putem întocmi o listă de propoziţii care sînt întotdea- 
una adevărate. Să se verifice adevărul cu ajutorul tabelelor 
de adevăr sau principiilor discutate în cele precedente: 

(1) (p = 4) = [p > 4) A (4 > p)]. 
(2) (p = 4) — (4 => P). 
(3) (p = 4) > (P > 4). 
(4) pod. 
| (5) TP A Ip). 
(A se vedea 2.7, legea contradicției.) 
(6) (p A 1p) > 4. 
(În ipoteza unei contradicții orice este adevărat.) 
(7) GTP ep. 
(Legea dublei negaţii.) 
© (8) p VIP. 
(Legea terțului exclus: p sau non p — o a treia posibili- 
tate nu existä.) | 
(9) (pAp)—2. 
(10) (p V P) =P. 
(11) p > (4 > P). 
(A se vedea 2.6. Dacă p este adevărată, atunci p este 
adevărată în orice ipoteză.) 
(12) [p > (4 >) > [p A 9) >r] 
(A se vedea 2.6.) 
(13) 1p —> (p > 4). 
(Aceasta se poate obţine din (12) prin substituţia pro- 


poziţiei p prin “Ip, & propoziției q prin p, a propoziției 7 


prin q, ţinînd seama de (6).) 
(14) (p > 4) V (4 >P). 
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(O formulă remarcabilă. Ea rezultă direct din tabelul de 


adevăr pentru implicaţie. Dacă p este adevărată, atunci 
al doilea membru al disjuneţiei este adevărat; dacă p 


este falsă, atunci primul membru este adevărat ; în con- 
secință, cel puţin un membru al disjuneţiei este adevărat.) 


(15) (p >44) = (Ip V 4). 
(16) (p > 4) > (14 > 1p). 


(Legea contrapozitiei. Pe aceasta se bazează demonstraţia 
indirectă sau reductio ad absurdum. Vrem să demonstrăm 
că propoziția q este adevărată în ipoteza că p este ade- 
vărată. Conform principiului deducției, aceasta revine 
la a demonstra că p —>q. In loc de aceasta, putem, în 
conformitate cu (16), să demonstrăm că ~lqg > Ip. 
în acest caz admitem “1q, adică q este falsă, iar din această 
ipoteză deducem ~1p. Obţinem astfel p — q prin “Ig > 
—> 1p.) | | 

(17) Kp > 0 A >r] >p >r 
(A se vedea 2.6, tranzitivitatea implicaţiei.) 

(18) (p = 9) > a —> r) > (P >n). 

(19) (p V 4) > (4 V P). 


(Comutativitatea lui V.) 


(20) (p Ag) => (4 A P) 
(Comutativitatea lui Ne) ua îi 

(21) [(pVgVri—lpV(avr). 

(22) [(p Ag) Aro Ip A (4 A”) 


(Asociativitatea lui V şi A respectiv. În baza acestor 
proprietăţi, vom mai scrie de asemenea 


p V g Vr pentru (p Vg) Vr ṣi p V (g V”), 
pha nr pentru (PADAT PAUMA 
întrucât poziţia parantezelor nu are efect asupra valorilor 

de adevăr.) 


(23) [ip vag) ari >p an y (q AT) 
(24) [(pagvr—>lpY r) A (qv rib 
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(Proprietăţile de distribuiivitate. ) 


(25) (P V D= P A 19). 
(26) (pr Ag] (ip Vaig). 


(Legile de dualitate.) ii 
Proprietăţile (19) — (26) sînt destul de asemănătoare 


cu proprietăţile operaţiilor cu mulţimi. Legătura dintre 


ele va fi arătată mai tirziu. 
(27) [(p—rAta=n—l(p Va) >r] 
(28) [(p > 4) A (p >'1)] > [p > (4 Ar). 


(Aceste două proprietăți pot fi demonstrate direct sau pot 
fi deduse din proprietățile de distributivitate cu ajutorul 
proprietății (15).) 


(29) (p = 4) — (P A 19). 

(Aceasta rezultă din (15) şi (25). ) 
(30) [(p = 4) A (r —> 8)] => [(p A r) —>(4 As) 
(31) (p >q) V (r —> s)] > [(p A r) —> (g V oa). 


(Demonstrate în 2.6.) 


2,11. Funcții propoziționale 


Tabelul dat- la 2.3 conţine și semnul /. Cu acesta 


nu se epuizează nicidecum conectivele posibile. Am, 
întîlnit conective care formează o propoziție nouă din 


una sau din două propoziții date. Mai general, ne-am 
putea propune să cunoaştem toate operațiile care for- 
mează o propoziție nouă din n propoziții date - 

P 19 e t-e P n° 


Cu alte cuvinte : considerăm p,, ..., P, ca variabile care 
pot avea numai valorile 0 (falsă) și 1 (adevărată), şi 
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satn te funcții igbi 
căutăm toate funcţiile F de aceste variabile, pentru care 
valorile | | | 


T(pu Ta "3 Pa) 


pot fi tot numai 0 și 1. Cite astfel de funcții există? 

În primul rînd, ne interesează numărul sistemelor de 
valori ale variabilelor p4, ..., Pa. Un astfel de sistem de 
valori este complet determinat dacă se cunoaşte care dintre 
variabilele p; au valoarea 1. Deci numărul acestor sisteme 
este egal cu numărul diferitelor submulţimi ale unei mulțimi 
de n elemente, adică 2” (vezi 1.4). Funcţia F este complet 
determinată dacă ştim pentru care sistem de valori ale 
variabilelor Pı; .-..-; P, funcţia F(pu.--,p) va avea 
valoarea 1. Există, deci, tot atîtea funcţii F, cîte sub- 
mulţimi ale unei mulțimi de 2” elemente există, adică 


92 funcţii Po 


de variabilele pa, ---, Pa Funcțiile F echivalente (adică 
cu valori respectiv egale) nu sînt considerate în acest caz 
ca diferite. PE e a done A dai i 

O funcţie F de variabilă p este complet cunoscută 
dacă cunoaştem tabelul | | de 


p | F 


Această funcție se notează prin- Caa- Funcția Coo, Câre 
este întotdeauna 0, poate fi prezentată sub forma ph ID 
(întrucît aceasta nu este niciodată adevărată). Funcţia 
Cı, care este întotdeauna 1, poate fi prezentată pa 
forma p V Ip (întrucît; aceasta este întotdeauna ade- 
vărată): - 

Colp): P- 


Colp): IP: 
RB 
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| 
| 
| 


| 


0 funcţie F de două variabile p, şi pa este complet 
cunoscută dacă cunoaștem tabelul i 


Pi | Pa | (Pas Po) 


0 0 d 

an O 1 lo 

3 dl 0 (a 

ă 1 | 1 a, 


Această funcţie se notează prin Caa,aa,- 
Există 16 astfel de funcții, printre care : 
o funcţie ia valoarea 1 de 0 ori, 
patru funcţii iau valoarea 1 o dată, ` 
şase funcţii iau valoarea 1 de două ori, 
patru funcţii iau valoarea 1 de trei ori, 
o funcţie ia valoarea 1 de patru ori. 


Prima şi ultima nu depind nici de pı, nici de pa. Dintre 
cele de la mijloc, există două care depind numai de P, 
şi două care depind numai de p, (şi anume Coon ŞI C1003 
care sînt echivalente cu p, şi IP, Şi Coro, Și Ciaro care 
sînt echivalente cu Ppa şi IP; respectiv). 

Apoi, valoarea 1 este luată de două ori de 


Pio Pa ȘI Pr Po 
În sfîrșit, avem funcțiile | 
Di A Po Pa A Da Pi A Pa Pi A Pa 
“care iau valoarea 1 nunai o dată, și funcțiile 
Pi V Pos „Pa V Da Pı V Pa Da V Par 


care iau valoarea 1 de trei ori. 
Să considerăm acum funcția 


P(pas ++ +3 Pa). 
56 
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să notăm Bl aa 
Ep . 4 i Pr-1, 0) ma G(p, pi et, Paa), 


F(pu, 9 Pn-13 1) =a H (Pı, a 59 Pn) 
Atunci 


Fpi Pa) = (CIP >E Pipa) A puf Pire Pn- 1)]). 


Deci, $ F noate: fi expr imat. prin funcții de mai puțin de n 
variabile cu ajutorul conectivelor (o Coms Coon (Sau 
C, V N). Repetind succesiv acest proces de reducere, 
ajungem la următoarea concluzie : 
Fiecare funcţie F(p,, ...,9,) (funcţiile echivalente se 
identifică) poate fi reprezentată cu ajutorul Ci ai l-a 
ki No Ve 


“inna + seama. că 
| eng V 
Vo IA To 


ne putem dispensa de unul dintre coneetivele V sau A. 
Dar, deparene 


ov 0009, 


este de asemenea poA să se lucreze numai cu 7] şi —. 

Numărul necesar de conective poate fi redus numai la 

unul, și anume, de exemplu, npara care apare în ta- 
belul de la 2.3. s 
Într-adevăr, deoarece | 


(plD=COIpA 10 
Tp => (P| p); 


atunci 


mai departe 
p Age (P) O10) 


— ((p |p) |1 D) 
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Toate conectivele pot fi de asemenea obţinute cu ajutorul 
funcţiei Ip V “Ig. Se poate demonstra uşor că nu există, 
alte funcţii de două variabile capabile să genereze toate 


celelalte conective. 


2,12, Sistemul de numerație binar 


în mod obişnuit, noi scriem numerele în sistemul de 
numerație zecimal cu ajutorul a zece cifre : 0, $2, i 9. 
Cifra, de pe prima poziţie de la dreapta reprezintă uni- 
tăţile ; poziţiile la stînga acesteia reprezintă succesiv 
zecile, sutele etc. Astfel, poziţia a n-a reprezintă 10*—-1-ile. 
Prin urmare, a DARESI i | 
Odai - e lla = 10" + ani 100-1 +... + a10 + Go. 

Calculatoarele electronice folosesc de obicei sistemul de 
numerație binar, singurele cifre fiind 0 şi 1. Fiecare poziție 
are de două ori valoarea poziției vecine din dreapta, adică 


aa, it: hag = 2 + ap_1:2"71 + ... H U2 + ao 


în sistemul binar, calculele 37 + 30 = 67, 67 — 30 = 
— 37, 13 x 5 = 65, 65: 5 = 13, apar astfel : 


100101 1000011 1101 1000001| 101 
o 11110  — 11110 x 101 101 T301 
1000011 100101  : 1101 110 

aenn ae ELLE 101 
` < = 7 1000001 101 
riue 101 


Operațiile aritmetice sînt analoage cu cele din sistemul 
zecimal; numai adunarea Și înmulțirea sînt mult mai 


simple : | 
a b | ab a -+ b 


0 '0[0 >00 
0 10 01 
1 010 01 
Di: òi — 10 


> O 
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.... 


Aceasta ne reamintește tabelele folosite în logica propo- 
zițiilor: ab corespunde cu a A b; cifra din stînga din 
coloana a + b corespunde cu a A b, iar cifra din dreapta 
din aceeaşi coloană corespunde cu “(a — b) (a şi b se 
contrazic între ele). 
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.... 


2.13. Variabilele care pot lua exact două valori pot îi 
interpretate ca variabile propoziționale. De exemplu : 

` comutator : închis — deschis, 

lumină : aprinsă — stinsă, 

conductor electric : sub tensiune — fără tensiune, 

uşă: deschisă — închisă. —- 
Aceste valori pot fi concepute ca si cum ar corespunde 
valorilor „adevărat” sau „fals” (1 sau 0). Figura 5 repre- 


zintă planul interiorului unei case. Diferitele numere 
corespund ușilor. Cea de a „i-a uşă deschisă (închisă) 
se consideră a corepunde cu „p; adevărată (falsă) . În 
acest caz, posibilitatea de-a trece în plan de la stînga jos 
la dreapta sus este exprimată- prin : 


Lp, A Da A P3) V Pal^ 


A (([p, Vy (Ps A Po) ] A Pu? V {E(P A Po) V Pg] A Dao A Dia A Pas))- 
59 


La centralele telefonice și la calculatoare sînt folosite 
pentru comutarea circuitelor contacte, relee, tuburi elec- 
tronice ete. În figura 6 sînt reprezentate, unul sub altul, 
contactele normal deschise şi normal închise. În figura 6, a 


y 


contactul din circuitul q este închis, dacă şi numai dacă 
prin circuitul p trece un curent și deci electromagnetul 
este acționat. În figura 6,b contactul din circuitul q 
este închis, dacă şi numai dacă prin circuitul p nu trece 
nici un curent şi astfel electromagnetul este neacţionat. 
Dacă presupunem că circuitul q conţine o sursă de energie 


—— = ——0 Omz 
m Qro 

P g 

gr 
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(de exemplu, o baterie), atunci efectul comutatorului asupra, 
circuitului q poate fi reprezentat prin p şi “Ip respectiv. 

Figura 7 dă diagrama circuitului pentru : 

p A q (contacte normal deschise conectate în serie), 

p v q (contacte normal deschise conectate în paralel), 

—(p — q) (comutator cu două căi). | 

Pentru calculatoare trebuie să se stabilească funcții 
complicate de un mare număr de variabile propoziționale. 
S-a arătat mai înainte cum pot fi construite toate aceste 
funcţii din două tipuri (sau chiar dintr-un singur tip) de 
funcţie. Esenţial este, desigur, ca aceasta să se poată, 
face în cel mai simplu mod posibil. 

Creierul omenesc conţine bilioane de elemente (neuroni) 
care pot trece în două stări (adică acționat” şi „neac- 
ționat””) şi sînt conectate într-o largă varietate de moduri. 
Aici par să apară toate cele 16 funcţii propoziționale de 
două variabile. În studiul funcţiilor creierului, cercetătorii 
se folosesc: de analogii cu funcţionarea calculatoarelor. 
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- CAPITOLUL 3 
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LOGICA PREDICATELOR 


3.1. Cuantiiieatorii „oricare” şi „există 


În capitolul 2 ne-am ocupat de compunerea propo- 
ziţiilor din altele mai simple sau de desfacerea propo- 
ziţiilor în altele mai puţin complicate. 

Nu au fost încă analizate propoziţiile simple (atomice). 
Analiza gramaticală a propoziţiilor le divide în părţi 
printre care se află subiectul şi predicatul. În logică, 
aceşti termeni sînt folosiţi pentru a desemna noţiunile 
corespunzătoare din analiza propoziţiilor. | 

Propoziţiile matematice pot conţine variabile. Pro- 
poziţia 


(a + b) (a — b) = a? — b? | y 
este adevărată pentru toate numerele a, b; propoziţia 
x2 — 3+2 =0 


este adevărată numai pentru anumiţi &, şi anume g = 1 
şi æ = 2; propoziţia 


(2% + y = 3) A (4% + 2y = 5) 
nu este niciodată adevărată (ecuațiile sînt incompatibile). 
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te zl pres gi variabilele iau valori pe mulţimea, 
| Pı: & locuieşte la Londra; 
Pa: æ locuiește în Anglia; 
Pa: % este primarul Londrei ; 

Pa: x este părintele lui y: ie 
Ps: Y este copilul lui g; | 
Pe: %& este mai tînăr decît y: 
Pı: y este mai în vârstă; decât ds 
De: Y este mai tînăr decit z; 
Pa: & este mai tînăr decit z. 


Toate acestea sînt propoziţii, care sînt uneori adevărate 
şi alteori false; de exemplu, propoziţia p, este adevărată 
pentru un singur e; propoziţia p, este adevărată pentru 
aproximativ 8 000 000 Wii propoziţia Pa oste: adevărată 
pentru aproximativ 50 000 000 %. 

Pe de altă parte, zare ii propoziţii sint întot- 
deauna ee dial 
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` Ps. -> Po Di = Da Pa > Pa 
ig; — Pı) A (Pı — p2)] > (Pa >p), 
Pa => Po Pe Pr Ps > (Pe - z Po) 


Propozițiile iii ia 
= | l o | | 2 No mA 
nu sînt niciodată adevărate. 
- (Propoziția > Aa le i 
[(Pa > Pı) A (Ps > Pa] > (Ps —> Po) 


ție adevărată dacă înlocuim Pi, Pa P3 
a opoziţie. În celelalte exemple; trebuie 
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rămîne 0 propoz 
prin oricare altă 


să N ogren în loc de p,, Pz, P3 propozițiile indicate mai 
sus). 

De îndată ce avem de studiat propoziții în care apar 

variabile, ne sînt necesare simboluri care să exprime dacă 


o propoziţie este întotdeauna, uneori sau niciodată ade- 
„vărată, 
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3.2. O propoziție ca F(a) de o variabilă &, reprezintă 
un intreg sistem de propoziţii în sensul capitolului De 3 
noi obţinem acest sistem înlocuind variabila æ cu valorile 


concrete a, b, c,... din mulţimea * pe care ia valori 
variabila g: i | 


F(a), F(b), P(o), ee 
De exemplu, în propoziția p(x) putem înlocui pe 4 cu 
toți oamenii, unul după altul ; obţinem atunci, propoziţii 
ca cele din cap. 2, de exemplu: 
Campionul mondial de jiu-jitsu locuiește la Londra, 
Brigitte Bardot locuieşte la Londra, 
Primarul Londrei locuieşte la Londra, 
dintre care unele sînt adevărate şi altele nu sînt. 
Cu o propoziție constantă p, aşa cum le cunoaştem 
din cap. 2, avem două posibilităţi : propoziţia este sau 
adevărată sau falsă. Puteam chiar, să ne mulţumim cu 
o singură valoare de adevăr (de exemplu, „adevărată””) ; 
falsitatea propoziției p fiind exprimată prin adevărul 
propoziției “]p. Avem noi nevoie de o noţiune de adevăr > 
diferențiată pentru aceste propoziţii care depind de o 
variabilă, sau putem introduce în propoziţie, împreună 
cu cuvîntul adevărată”, astfel de termeni ca „întot- 
deauna”, uneori”, „,niciodată”, aşa cum am înlocuit 
„p falsă” prin ,, lp adevărată”? 
Dacă o propoziţie F(x) ca | 
d locuieste la Londra —> œ locuieşte în Anglia 
trebuie să fie întotdeauna adevărată, aceasta înseamnă că 


F(a), F(b), F(e), na 


* Elementele acestei mulțimi se numesc obiecte individuale sau con- 
stante individuale. (N.R.) 


îi 
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sînt adevărate, sau, cu alte cuvinte, conjuncţia 
F(a) A F(b) A F(o) A... 


esie adevărată. Aceasta este o formulă laborioasă, mai 
ales dacă variabila « din P(x) poate lua valori pe o mul- 
time infinită de constante individuale. Pentru a evita 
aceasta, scriem. * 


şi 


Nt (2); 
şi citim această formulă | | 
È oricare ar fi (pentru toţi) w, Pla). 
Faptul a propoziția F(a) ah a E adevărată, 
adică adevărată pentru orice x, este acum exprimată prin 


A F(x) este adevărată. 


Aici am inclus diferențierea întotdeauna” în. propoziţia 
al cărei adevăr este afirmat. În mod analog procedăm 
cu „uneori”. Dacă o propoziție F(x) ca 


æ locuieşte la Londra 


trebuie să fie uneori adevărată, aceasta înseamnă că cel 
puțin una dintre propozițiile 


F(a), F(b), FO)... 
trebuie să fie adevărată, sau, cu alte cuvinte, disjuncția 
“ma viwvrov.. 
este adevărată. Şimplificăm şi aici notația ** astfel : 
VP(2) 


* Altă notație uzuală este (yx) F(x). (N. R.) 
= ** Altă notație uzuală este (32)F(2). (N.R.) 
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pe care o citim 


există un v, astfel încît F(x). 


Faptul că propoziţia F(w) este adevărată pentru un a se 
exprimă acum astfel : 


V. F(x) este adevărată 


Aici am inclus diferenţierea „uneori” în propoziţia al 
cărei adevăr este afirmat. [A se observa: „există un g 
astfel încît ...” nu înseamnă că există numai un singur 
astfel de x; pot exista mai mulţi. Se poate întîmpla să 
fie chiar toţi. „,Loţi” este un caz particular pentru „unii”? 
(„ciţiva””)]. Propoziția F(s) nu este niciodată adevărată” 
este, evident, aceeași cu „nu există nici un œ pentru care 
F(s) este adevărată”, adică V, F(x) nu este adevărată, 
sau, cu alte cuvinte, 


q V. F(x) 
este adevărată. 


3.9. A și V se numesc cuantificalori, deoarece indică 
pentru cite (quantum) valori ale variabilei propoziţia 
este adevărată. În 


A- F(x) și V, F(s) 


v nu mai apare ca ò variabilă liberă, ci este o variabilă 
legată. A kiaj | 

Mai există şi alte moduri de a lega variabilele. Cu- 
noaştem, din cele precedente, metoda substituirii variabilei 
æ printr-un obiect individual, de exemplu substituirea lui 4 
prin ,,Marte” sau „,Sirius” în propoziţia 


æ este o planetă 


(în primul caz propoziţia este adevărată, în al doilea 
este falsă). f 
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- 
w 


Să se observe că propozițiile 
(AL) > F(a) 
ŞI 


F(a) > VP(a) 


sînt adevărate. 
3.4. Într-o propoziţie, diferite variabile pot fi legate în 
diferite moduri. Să luăm, de exemplu, propoziţia 
a este Ed lui y 
sau, prescurtat, «My. În acest caz, 
V(2My) 
putem citi: w esteo mamă. Aici o variabilă a fost eliminată 


prin legare ; cealaltă este încă liberă. Mai putem lega şi 
această variabilă DER 


NV), 
înseamnă : există o mamă. Propoziția 
NVa My) 


înseamnă : oricine este o mamă. Această propoziție este, 
evident, falsă. Dar propoziţia următoare este adevărată : 


T AaV (29). 
Putem, însă, să pornim de la «: 


V(x% My) 
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.... 


înseamnă y este un copil.* Propoziția 

VV My) 
înseamnă : există un copil. Propoziția 

Nu V a (# My) (3.1) 
înseamnă : oricine este un copil. Această propoziție este 


adevărată. 
Putem porni, de asemenea, de la cuantificatorul uni- 


versal : 
N (æ My) 


înseamnă : æ este mama oricui; 
A:N My) 

înseamnă : oricine este mama oricui. Propoziția 
VAM ERE, (3.2) 


înseamnă : există o mamă a tuturor. 
Sau, pornind iarăşi cu v: 


Ad(eMy) 
înseamnă : y este copilul fiecăruia. Propoziția 
Ny Nlo My) 
EA : fiecare este copilul fieoătiiia. Propoziția 
VA (My) 


înseamnă : există cineva care este copilul fiecăruia. 


* Completată întotdeauna prin ,al unei mame”. 
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Să se observe în mod deosebit că (3.1) şi (3:2) diferă 
numai prin ordinea în care apar cuantificatorii, dar au 
valori de adevăr diferite. i ii 


5.5. Pe de altă parte, în cazul cuantificatorilor similari, 
ordinea în care ei apar nu are importanţă: 

V+ V„(2 My) (există o mamă), 

V„Vu„(2My) (există un copil), 


Va„(2My) (există o pereche „mamă — copil”) 


3 


sînt propoziţii echivalente. Generalizind, putem afirma 
că propoziţiile a sisu, | 


VV E(2, Y), VV E(2, Y) V zul (£, y) 


sînt echivalente două cîte două. FINEN ; 
(Pentru perechea ordonată cu componentele z şi y 

a fost acceptată notația <s, y), dar dacă nu se ivese 

confuzii, ea vă fi simplificată). i d d. i iale 


În ce mod putem verifica echivalenţa propoziţiilor 


de mai sus? În locul variabilelor substituim toate constan- 


tele individuale posibile a, d, c, ... şi scriem - 
F(a, a), F(a, b), F(a, c), aa | VyF(4y) 
F(b, a), F(b, b), F(b, c), e.. VyF (b, y) ; 


F(c, a), F(e,b), F(c,c), E dă VF (c; y) 


VT (x, a), Vaf (2, b), V F(2, c), 


În dreptul liniei 4 este scrisă disjuncția propozițiilor din 
această linie, iar sub coloana j este scrisă disjuncția 
propoziţiilor din coloana j. Disjuneţia din ultima coloană 
este . 
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„Pentru a verifica adevărul acestei propoziţii, trebuie 
să, găsim o propoziţie adevărată din ultima coloană, 
iar pentru a verifica adevărul unei astfel de propoziţii 
din ultima coloană, trebuie să găsim o propoziţie adevă- 
rată din linia corespunzătoare. În definitiv totul se reduce 
la a găsi o pereche (x,y) pentru care P(w, y) este ade- 
vărată, adică 


Val (% Y). 
Aceleaşi consideraţii, se aplică la 
V VP(a y). 


În acest caz, trebuie să parcurgem schema în sens invers, 
deci întîi coloanele şi apoi liniile. 


3.6. În mod analog, putem arăta că propoziţiile 
| AA Fl, Y), AA, Y), Ngat (0, y) 


sînt echivalente. 
O demonstrație- similară, poate fi dată pentru funcţii 
care sepine de mai multe variabile, 


3.7. Dacă p este independentă de w, atunci desigur, 
propoziţiile 


Vp =p 
și | 
“App 
sînt adevărate. 


10. 
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3.8. Proprietăţile de distributivitate (23), (24) din '2.10 
conduc la proprietăți analoage pentru V şi A. Fie p inde- 
pendentă de œ. În acest caz 


[P AV(a)lo [Vip A FP(o)l, 
[P VA=F(20)l— Ap V F(9))]. 
Pentru demonstraţie, seriem : 
Lp A (Fla) V F(b) V El) v ...)]—(p A Pla) V 


V (p A F(b) ao A 20) V ...) 
ș.a.m.d. acid osti bară 


3.9. Prin analogie cu (27) şi (28) din 2.10, propozițiile 
[AAP(2) > p)] — LVP(o)) > p], 
[Ap > F(2))] — [p > AF(2)] 


sint adevărate. 


3.10. Care este negația propoziției ` 
„toţi oamenii sînt muritori” ? 
Ea nu este 
„toți oamenii sînt nemuritori”, 
pentru că prima afir matie este respinsă chiar dacă se poate 
găsi o singură ființă omenească nemuritoare, Adevărata. 


negație a acestei afirmații este deci 


„există un om care nu este muritor”. 


“TI 
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„+ “În general, dacă vrem să căutăm o propoziţie echiva- 
lentă cu | 


IA), 
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o prezentăm sub forma “ 
GEN 8 
Pla) APO) APO) A...) 


şi, aplicînd (26) (a se vedea 2.10), găsim E 


A F(a) V GF) V Fle) v ..., 


deci propoziția căutată este 
Va IF(2). 
Negaţia propoziției ,„,P() este adevărată pentru orice 


„2 este deci „există un æ pentru care F(x) este falsă”; 
deci : 


OA) = VIP). 
Dacă, de exemplu, luăm ca F(x) propoziţia, 
(æ este un om) — (x este muritor), 
obţinem propoziţia adevărată 
- {1A,[(% este un om) — (x este muritor) ]) ~ 
(Va) [(% este un om) —> (x este muritor)]), 
sau, aplicână (29) (a se vedea 2.10), avem 


— {V [(% este un om) A (2 este muritor)]). 
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3.11. În mod analog, este adevărată propoziţia 
(1 Va) o (Aa I1P(9)). 


„Afirmația din stînga se citeşte astfel: „nu există 
nici un g pentru care F(x)”, iar cea din dreapta : „pentru 
orice v, non F(g)”. 

Legile din 3.10 şi 3.11 pot fi rezumate în felul următor : 
Negaţia şi un cuantificator pot fi schimbate între ele, 
inversînd simultan  cuantificatorul. Aceasta aminteşte 
legile (2.5) şi (2.6) de dualitate enuntate în 2.10 Şi legi 


? N 


similare aplicabile la operațiile pe mulțimi. 


3.12. Probleme 


Vom folosi următoarele notații : 


M(a) : æ este un bărbat, 
V(x) : æ este o femeie, 
Jy : æ este mai tînăr decit x, 
ahy : æ este copilul lui y, 
Gy. : æ este căsătorit cu y, 
U(x): a locuieşte la Utrecht, 
A(x) : æ locuieşte la Amsterdam, 
unde toate variabilele se referă la: mulţimea oamenilor, 
Să se scrie expresiile simbolice pentru următoarele 
propoziţii : ăi A. (A)! 
Fiecare are un tată şi o mamă. 
Oricine care are un tată, are şi o mamă. 
Fiecare este mai tînăr decît părinţii săi. 
„ Fiecare este mai tînăr decit bunicii săi. 
. gz este căsătorit. 


„a și y sînt frați (în sensul şi de mamă şi de tată). 
Dacă există o femeie la Utrecht cu un frate la 
Amsterdam, atunci există un bărbat la Amsterdam cu 


o soră la Utrecht. 
9. Un bărbat căsătorit poate să nu locuiască la Utrecht, 
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10. Nu fiecare femeie din Utrecht nu are nici un fiu la 
Amsterdam. 

11. Toţi copiii lui œ sînt căsătoriți. 

12. Există cineva (o persoană) ai cărui copii sînt toţi 
căsătoriţi. 
> “13. Fiecare copil al lui « este căsătorit cu un copil 
al'lui y. 

14. Există un copil al lui 3 Y care nu biie căsătorit cu 
un «copil al lui 4. 

15. Există două persoane, decate copil al uneia dintre 
ele este căsătorit cu un copil al celeilalte. 

16. aid Ai Terea nici un copil al uneia 

17. Dacă y este un copil al lui L, atunci foaie copi 
al lui y este un nepot al lui z. l 


18. Să se citească | e 
AALA(otty > Ti) UV 09) > UD 


şi să se determine ce legătură are această propoziţie cu 
propoziţiile din 3.9. 


Să se citească următoarele otil şi să se găsească 
pe baza căror legi sînt adevărate da den de sem- 


mificaţiile lui K, G, U ete.). 


„019. Ai AV tat CS jaga V. AN, Gy) A1 U(%)). 


20. | TA, Va = tv, M ek) 
21. V, ,AlyKa - => V (2Ky)) = 
STAV, [yKa NAT Ey). 
Yom introduce acum următoarele notații : 
și VAC t) : Văd obiectul y în momentul t.. 


P(x, t): Percep obiectul æ în momentul t. 
t <t: Momentul t precede momentul t. 


q4 
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să se scrie expresiile simbolice pentru + următoărelo 
propoziţii : 
22 Eu văd întotdeauna ceva. 
23. Uneori nu văd nimic. 
24. Există lucruri pe care nu le văd niciodată, 
25. Văd fiecare lucru într-un anumit moment. 
26. Dacă văd ceva, îl percep imediat. 
21. Dacă văd ceva, îl percep ceva mai tîrziu... 
28. Înainte de a percepe ceva, l-am văzut. 
29. Dacă percep ceva fără a-l ti văzut, atunci îl văd 
ceva mai tîrziu fără a-l percepe. 
30. Nu există nimie d sa care să nu-l percep la un mo- 
ment oarecare. 
31. Ceea ce văd mereu, nu percep niciodată. 
32. În fiecare moment există lucruri. pe care nici nu 
le a nici nu le percep. 
dd. "Percep orice lucru pe care nu-l văd tot timpul. 
34. Percep orice lucru, în afară de cazul că l-am 
perceput mai înainte. 
35. Văd întotdeauna ori totul ori nimic. 
36. Dacă percep ceva ce am văzut mai înainte, usa 
am văzut mai înainte ceva ce am perceput mai tîrziu. 
37. Unele lucruri pe care le-am văzut mai înainte, 
le mai väd întotdeauna din nou mai tîrziu. 
38. Dacă am văzut vreodată două lucruri simultan, 
atunci în viitor, le voi vedea tot numai simultan. 
39. Dacă vreodată am văzut şi am perceput simultan 
ceva, atunci mai tirziu voi face aceasta succesiv sau deloc. 


În cele ce urmează, se va presupune că variabilele 
iau valori pe mulţimea, numerelor reale, iar semnele 
algebrice au semnificația: lor obişnuită. Să se citească 


și să se determine dacă următoarele propoziții sînt ade- 
vărate : 


40. Ass FY =Y +a). 
| Al. N: Va(2 +y = 3). 
42. Vyhl +y = 3). 
43. VaV(2+y=3) : 
44, Aaaa AV 7.3 i: ma - în i yi 
45. (Naula tay = )) — (2 = 3), cra at bai d 
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46. Vaalto >y >0) A (e Hy =0)]. 
A7. Na LVa(az = 6)] — (a Æ 0); 
49. Aa? >w) [w > 1)V (2:<0)]). | 
49. Nane [V (0 + be + e = 0) — (b? — 4ac> 0). 
50. Aail Alaa + ba + e >0)]— 
—[(p2 — 4ac < 0) A (a > 0)]). 
51. Ale >2) A Ile >3)]— (2 <v <3). 
52. Alte >2) A (w < 1)] > (x Æ %)}. 
53. A {læ >1) V (8< 2)]> (% =). 
54. Aaa Vale >a) A (e < blo (a< b)]. 
55. Naal [ALl + az + b = 0)— eS a, 
V (æ = 2)}] > [a = — 3) A @ = 2). 
"56. NIVA + ax +b >0)]=> (b > 0)}. 
57. NoVaN( e + aw. tb > 0): " 
58. A [A Va +H aw + b = 0)] > (b <S 0). 
59. Va NaVal&? + aw + b = 0). 
60. Va A Vala + aw Fb = 0): 


3.13. Una dintre. problemele precedente ar fi trebuit să, 
fie însoţită de o prevenire. 

„Dacă din 2 + ax + b = 0 rezultă œ = 1 sau g% = 2, 
atunci a = — 3 şi b = 2 (se presupune că a, x, b iau 
valori pe mulțimea numerelor reale)”. - 
“Este această afirmaţie adevărată? Nu! Pentru că, 
de exemplu, „22 +1 = 0” implică de asemenea ,& = 1 
sau æ = 2” (pentru orice æ), întrucât æ? +1 = 0 este 
falsă (pentru orice w) şi noi ştim că p — q este adevărată 
dacă p este falsă. Deci, propoziţia 


A42 + az +b = 0) > [(% = 1) V (@ = 2 (3.3) 


este, de exemplu, adevărată și dacă a = 0, b = 1. Prin 
urmare, noi nu vom trage din (3.3) concluzia că (a= —3) A 
N (b = 2), aşa cum s-a afirmat în (55) din 3.12. 

În loc de æ? + 1 = 0, am fi putut să alegem, ca un 
alt contraexemplu, orice altă ecuație de gradul doi care 


T6 


“e 


N 


nu are soluţii (reale) sau de exemplu, chiar” a? Sao -!- 
+1 =0 sau &? — 4w + 4= 0, pentru că 


Aall? — 2% + 1 = 0) — (æ = 1)), 
de unde, desigur, 
Ala? — 20 + 1 = 0) -> («= 1 V v = 2), 


şi în mod analog cu celălalt exemplu. Putem afirma 
într -adevăr : 


Nast Asa? + az + d =0) [w= 1) V(z=2— 
> (la = —3) AB =2) VIV alle FA 
| A (a? + aw +b = y? + ay +b = 0)]}) 
sau | | 
Aaa Vale EY) A (8 + as +b = y? + ay + 
+b =0)] > (Ada? + av +b = 0) > [0 = 
= DV (e = 2)]}) > [(a = — 3) Ab = 2))). 
E N Adu a Ata ae oil că prodata 
(æ? + 1 = 0) > [(# = 1) V (# = 2)1 
este adevărată pentru orice a, dăm următorul raţiona- 


ment : ai 
Fie 4? +- 1 = 0. Atunci 


0<? = —1s0, 
deci 0 = m? = — 1 = 0. Prin urmare, w = 0 şi, întrucît 
0 = — 1, avem gi 0 = 1, de aceea şi w = 1, de unde re- 


zultă 


(2 =) Vi(a=2). 


~ 
=] 
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3.14. Mulțimea formată de toți... 


Acei æ, pentru care propoziţia 


m este o fiinţă omenească 


{ 


este adevărată, formează o mulțime și anume mulțimea 
ființelor omeneşti. Acei %, pentru care propoziția 


2 3g 4+2=0 


este adevărată, formează o mulțime care conține nume- 
rele 1 şi 2. 

Fie F(æ) o propoziţie care depinde de w. În acest caz, 
acei « pentru care F(s) este adevărată, formează o mul- 
time pe care o vom nota * prin 


ÎF(0). 


De exemplu, 


TAa este o ființă omenească) = mulțimea ființelor 
omeneşti, = | 


4 (2? — 30 + 2) =i 2, 
În general, vom s spune că. 
A. Ige t Pa) = Pe ). 


Oricare z aparţine miii îeF(Œx), dacă şi numai 
dacă propoziţia F(z) este adevărată. 

Presupunem că variabila w ia valori pe o anumită 
mulțime totală” T (de exemplu, toate fiinţele omeneşti 
sau toate numerele reale). 

Dacă F(æ) este întotdeauna adevărată, atunci î,F(2) 
este egală cu T. 


i Notaţiile uzuale sînt {xF} sau {x: F(x)}. (N.R.) 
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Dacă F(w)nu este niciodată adevărată, atunci Î „F(®) 


este mulţimea vidă. 
Mulţimile ,F'(a) şi t, 1P() sînt; complementare una 
față de alta. 
Să demonstrăm acum că 


LA (Po) = 0())] > LLP) C (t,0(9)]. 
Demonstraţie. Presupunem că propoziţia 


AAP(a) > 02) 64) 


este adevărată. Fie acum  ; a i 
a EEO pe i (85) 


Trebuie să arătăm de asemenea, că a e (4,0(2)). Din (3.4) 
rezultă, în particular CĂ stirii a sa sili er ap 2 
sadP(a yaa) 
din (3.5), ţinînd, seama, de definiţia lui $, rezultă F(a). 
Deci (modus ponens) G(a). De aici (definiția lui t) | 
ci Pa ae (1,G(%)). 


S-a demonstrat o jumătate a afirmației. Cititorul este 
invitat să demonstreze singur cealaltă jumătate. De ase- 
menea, mai este solicitat să . demonstreze următoarele 


afirmaţii : 


a) A Ga) = (HPO) A M . 


Pe) v 80) = (tF) U (1.62). 


în 2.10 ne-am îndreptat atenția spre similitudinea 
proprietăților (19)—(24) pentru U şi N, pe de o parte, 
şi V, ^, pe de altă parte. Aceasta nu este o asemanare 


19 
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inímpiätoar e, aşa cum se vede din ultimele două formule. 

-< Analogia se extinde şi la operaţiile ~] și formarea com- 
plementarei conform cu (25) şi i din 2.10. (Unde am 
întîlnit de fapt această analogie ?). 


Scanned with OKEN Scanner 


3.15. Probleme = # 


Folosind notaţiile introduse în 3. 12, să se scrie: 5 

1. Mulțimea locuitorilor din Amster dam. 

2. Mulțimea locuitorilor căsătoriți din Amster dam. 

3. Mulțimea copiilor lui y. 

4. Mulțimea tuturor perechilor căsătorite. 

5. Mulțimea tuturor momentelor în care văd lucruri 
fără să le percep. 

6. Mulțimea tuturor lucrurilor pe care le percep 
fără a le îi văzut înainte. 

7. Să se verifice dacă mulțimile Î<r, u> rKy, Îaty KY, 
1,1, 2Ky sînt aceleași. 

Să se verifice dacă (pe mulțimea numerelor reale) 
sînt adevărate următoarele propoziţii : 

8. [fane V (a8 + be + e = 0)] = {Lf<av.e(b" — 


—4ac > 0)]N faze L(a = b = 0) — (e = 0)]}. 
9. ta +1 = 0) = Yala? + 2 = 0). 
10. tA (lae [fa(zy = 0) > (y = 0))=t. Vab =1) a 
11. faie — 1)(x— 2)(% — 3x — 4) >0] = 
= (ae < 1)] U [ta(2 < o < 3)] U [tea >4)]. 
12. Aaesalttal(2* + aw + b)(a* + ew + d) = 0]} = 
= (ha? + az + b = 0)] N [tale + ce + 
+ d = 0)J}): 5 
13. fo VaN ala taw + b > 0) = fa Vala? < b). 
Fie A o mulțime. | 
14. Ce înseamnă Îx(ăX CA)? 
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Fie B o altă mulțime. Să se verifice dacă următoarele 
propoziţii sint adevărate : 
15. txt ă CANI LX CB)=1(ICcAnNB). 
16. Îx(X CA)UI(XCB)=1(XCAUB). 
a 17. txt 4 CA)N fx(X CB)= fX CANB). 
Să presupunem că literele mici iau valori pe mulțimea. 


numerelor naturale şi fie œ Div y notația pentru propo- 
„ Ziţia „x este un divizor al lui y”; adică 


A aul Div 4 y — Via = y)]. 


18. Ce înseamnă ft, æ Div y? g 

19. Ce înseamnă 4, æ Div y? 

20. Ce înseamnă fî, æ Div y N Îa æ Div zt 

21. Ce înseamnă t, æ Div z N t: y Div z? 
Răspunzînd la ultimele trei întrebări, să se folosească. 


termenii ,„multiplù al. ..”, „divizor comun al..." 
„multiplu comun al. 


22. Ce înseamnă t, æ Diva N 1. a Div £? 
23. Ce înseamnă t, ((2 Diva) A A, {(y Div %) —> 
—> [(y = Dv (y = %)]j)? | 
În 1.22 am împărţit o mulţime. în clase de echi- 
valență. Fie dată o relaţie de echivalență în mulțimea O; 


elementele mulțimii Q sînt notate prin litere mici ; pre 0- 
poziția „tr ~ y” înseamnă “x este echivalent cu y”- 


24. Care este semnificaţia pentru fÎ,(® ~ y)? 
= 25. Este propoziţia 


E 


A dize tla ~ 91 [dz = = tale = 2) 


adevărată ? 
26. Să se verifice că 


AV LA = te DD 


| è 3 TE ă în Q ü 
este mulţimea tuturor claselor de echivalență ( ) 


6- c. 690 
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27. Să se verifice (vezi 1.25) că 
AX B = îVaul(me A)A(ye B)A (2 = <e, y>) 
3.16. În primul capitol, am considerat numai reuniuni 


şi intersecţii finite de mulțimi de numere. Am întîlnit, 
însă, şi cîteva exemple de „mulţimi de mulţimi”. 


Fie N mulțimea numerelor naturale și k mulţimea 


numerelor reale. Fie M, mulţimea numerelor < 1 |n, adică 
M. FIERA < 1/n)]. 
Intersecţia tuturor mulțimilor: M, este mulţinaea 
hallee B) A< O] 
Această intersecție se mai notează ii şi prin 
Mex M, 


Fie P, mulţimea numerelor reale < a. Vom considera 
toate mulțimile P,cu ae RN Po. Intersecţia lor este Po : 


(O eRNPo Ri = Pjg 


În general, fie un sistem de mulțimi M, care au fost 


distinse printr-un indice inferior n, cu n parcurgînd o 


mulțime arbitrară N. Intersecţia lor. se notează prin | 


Oe, | 
adică i i 
ce (ev, — AL e N) — (ce M,)]. 


Să, se observe relaţia dintre N şi A. 


* Altă notație uzuală este (] M,. (A.R.) 
nEN 
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în mod analog, definim reuniunea mulțimilor. M,, 
(me N), astfel : | 


Ge UrexM a — V„L(n = N) =ar (e = M,)]. 


Aceasta este relația dintre U şi V. 

Dacă nu se poate produce confuzie în legătură cu mul- 
timea căreia îi aparţine indicele, notaţiile pot fi sim- 
plificate : U, Mn şi NuMn: i 

O legătură cu 3.14 este următoarea: aie 

Fie F(x, y) o propoziţie dependentă de v şi y (şi aici æ 
poate lua valori pe o mulţime totală .T, iar y ia valori 
pe o mulțime N care nu are legătură cu T). Pentru orice 
ne N, considerăm mulțimea MN „ a tuturor elementelor 4 
pentru care F(4, n) este adevărată şi luăm intersecţia lor : 


NÎ- F(%, n) e ETAY F(x, n). 


Să considerăm cazul în care mulțimea N este formată 
numai din două elemente şi să facem comparația cu 
penultima formulă din 3.14. 

În mod analog 


nt Pa, n) = 4V; Plan). 


Să se compare cu ultima formulă din 3.14. 


3.17. Probleme 


Se vor folosi notaţiile date în 3.15. 
1. Ce este Nrtz(X C Y CA)? 

„2. Ce este Uryx(X CY CA)? 
Notînd cu litere mici numerele naturale, să se arate : 
3. Ce înseamnă Nt,” Div y? 

4. Ce înseamnă U,ft.% Div y? i 
5. Ce înseamnă U,|.V„A((2 = 2”) A {y Div 8 > 
— [(y = 1) v (y = %)]})? | 
6. Ce înseamnă Nata Ve = ay +1)? 
83 
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3.18. Articolul 


Noi putem vorbi despre soluția ecuaţiei 3% = 2, dar 
nu despre soluţia ecuaţiei Ox =3 sau despre soluţia 
ecuaţiei æ? — 5x + 6 = 0. Vorbim despre -ul cu pro- 
prietatea E dacă există un & şi numai unul care are pro- 
prietatea E. Dacă E este acea proprietate care face ca 
F(s) să fie o propoziţie adevărată, atunci condiţia ca să 
putem vorbi despre z-ul este 


VF(2) A AzL(P(2) AF) > e = y)]. 


(Să se observe că trebuie să avem la dispoziţie relaţia = 
pentru a putea scrie această relaţie). a-ul cu proprietatea 
I(9) se notează prin 


| £ r( t). 


Să ne limităm, deocamdată, la numerele realo. Cum 
so serie cel mai mare w pentru care a? — æ ŞB? Răspuns: 


Vata — æ <5)A ALU? — y <5) — so). 


Cum se serie : cea mai mică mulțime care are ca ele- 
mente numerele 288 şi 120 şi care, avînd ca elemente două 
numere a şi b, are ca element și numărul a — b? Răspuns: 
Definim o propoziţie F(X) privitoare la mulțimi X astfel : 


F(X) — ((120 e X) A (288 € X) A Aasia E X) A 
A (be X)] > (a — b € Z))}. 


Există mulțimi X care satisfac propoziția F(X)? 
Desigur, această propoziție este satisfăcută de mulțimea 
tuturor numerelor. Dacă X este o astfel de mulțime, atunci 
288e X şi 120 e X, deci 168 = 288 — 120 e€ X, de 
unde 168 — 120 = 48 e X, astfel încît 120 — 48 = 72 € X, 
de unde 72 — 48 = 24 € X. Apoi, 0 = 24 — 24e X, 
_94 — 0 — 24e X. Toate produsele de forma 24m 
(unde m este un număr întreg), adică toţi multiplii lui 24 
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în 


| 
| 


Io cai i Ad 


sînt elemente ale mulțimii X (de ce 7). Notăm cu A mul- 
ţimea tuturor acestor produse. Atunci propoziţia P(A) 
este satisfăcută (de ce?). Am demonstrat; astfel că 


ALFA) > (XD A4)]. 


Prin urmare, propoziţia F(A) este adevărată și fiecare X 
pentru care F(X) este adevărată va include mulţimea A. 


î A este cea mai mică mulţime X cu proprietatea 
"( z 


Ne putem pune următoarea întrebare. Fie o multime M 
de mulțimi X determinate printr-o propoziție F(X) refe- 
ritoare la mulțimile X, adică 


A x[(X € M) — F(Z). 


Există o cea mai mică mulţime A în M, adică o mul- 
time A astfel încît propoziția 


(Ae M)A Ax[(Xe N) > (XD A)] 


să fie adevărată? În general, nu este necesar să existe 
o mulţime de acest fel. (De exemplu, mulţimea M a 
tuturor submulţimilor nevide ale mulţimii fa, b}; mul- 
timea M va fi formată în acest caz din {a}, {b} şi {a, b}.) 

O mulţime A ca cea cerută trebuie să fie conținută în 
fiecare mulţime Xe M ; deci şi 


A.C (x eMĂ. 


Dar, întrucît A trebuie să apară și printre mulțimile 
X e M, atunci propoziţia 


Oxeuă CA 
trebuie să fie adevărată şi deci 


A = NAreudŭ. 
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De aici rezultă imediat că există cel mult o astfel de 
mulțime. Oka i 
Propoziția 


(Nzeuă)e M 
nu este necesar să fie întotdeauna adevărată (vezi 
exemplul). Dar dacă ea este adevărată, atunci 


Nxeuă 
este cea mai mică mulțime din W, deoarece 
(NxeuX) C Y pentru orice Y e M. 


Pe baza acestui criteriu, putem acum arăta că există 
o cea mai mică mulțime care conţine ca elemente numerele 
120 şi 288 şi care, conținînd elementele a ȘI b, are ca 
element și diferența a — b. Aceasta se vede din cele ce 
urmează. Fie M mulţimea tuturor acestor mulţimi. 
Pentru fiecare mulțime Xe M rezultă 120e X , deci 
120 e NxexX. În mod analog pentru 288. În continuare, 
dacă ae NxeuX și be Mxeuă, atunci a e X pentru toate 
mulțimile Xe M şi be X pentru toate mulțimile Xe M; 
deci a ~be X pentru toate mulțimile Xe M și, prin 
urmare, a — be NreuX. Așadar, MxeuX îndeplineşte 
toate condițiile puse mulțimilor care aparțin lui M. Deci 
NxemX este cea mai mică mulțime care aparţine lui M. 

(În acest ultim alineat s-a folosit de multe ori cuvîntul 
„toți? (orice, fiecare). Să-l scrie din nou, folosind 
simbolurile logice cît mai mult posibil). 


3.19. Predicate, relaţii 


În acest capitol, am folosit deseori scheme ca 
.. este mutirot, 

..- locuiește la Amsterdam, 

.„. este un copil al lui ..., 

>s.. este echivalent cu ... 
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În fiecare caz, punctele reprezintă ceva ce trebuie să 
tie completat (oameni, elemente ale unei anumite mulţimi 
etc.). În telul acesta obţinem propoziţii care pot fi false 
sau adevărate. 


Expresiile de acest fel, cu un loc liber, se numesc 
proprietăţi sau predicate ; expresiile cu două sau mai multe 
locuri libere sînt cunoscute sub numele de relaţii. Ceea ce 
completăm în locurile libere numim subiecte. | 

Relaţiile, însă pot fi concepute şi ca predicate şi anume 
predicate de perechi de subiecte, triplete de subiecte 
ete. ,,... locuieşte la Amsterdam” este o proprietate de 
persoană individuală; ,,... este un copil al ...” este o 
proprietate a unei perechi de persoane, de fapt a unei 
perechi ordonate. „œ este un copil al lui y” este o pro- 
poziţie care poate să fie adevărată pentru anumite perechi 
æ, y şi falsă pentru altele (dacă este adevărată pentru 
perechea <x, >, este cu siguranţă falsă pentru perechea 
4) | SEA 

Predicatul ,,... locuieşte la Amsterdam” este pentru 
noi deplin cunoscut dacă cunoaştem mulţimea tuturor 
acelor a care introduşi în locul liber fac ca predicatul 
să devină o propoziţie adevărată, şi invers. a 

"În mod analog, relaţia ,,... este un copilal lui ...” 
ne este deplin cunoscută, dacă cunoaştem mulţimea 
tuturor acelor perechi: <w, yX care, fiind consecutiv intro- 
duse în locurile. libere, fac ca relaţia să devină o pro- 
poziţie adevărată.  . E SER Stai Se Amanta 

Fie F(..., ...) o relaţie cu două locuri libere. Pre- 
supunem că primul loc poate fi completat; cu elemente ale 
unei mulțimi M, iar al doilea loc cu elemente ale unei 
mulțimi N. (De exemplu, în Z(..., ...) din 3.12, primul 
loc îl putem completa cu obiecte, iar al doilea loe cu 
momente). Să considerăm mulțimea 


P=MxN, 


formată din toate perechile <w, y) cu we M, ye N (a se 
vedea, 1.25). Putem acum concepe relaţia F(..., .) ca 
un predicat G(...) în care locul liber poate fi completat 
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.... 


cu elemente ale mulţimii P şi pentru care este satisfăcută 
propoziţia 


A aul G(< y>) — Po, 9)]. 

Paragraiul 1.24 conţine o definiţie: „Se spune că 
o mulţime A este ordonată printr-o relaţie <, dacă ...”. 
Putem iormula această definiţie fără a utiliza termenul 
relaţie”. Înlocuim relaţia ,,... mai mic decit ...” prin 
mulţimea Y a perechilor care fac relaţia adevărată atunci 
cînd sînt introduse în locurile libere : 

Se spune că o mulţime Z este ordonată printr-o mul- 
time Miia 
dacă apo gp i mabre idy 

AaatllaE Z) A (beZ) A (a Æ b)] > [(a, be Y) 
= (b, a) E Y)]} A Aasetila EZ) A (beZ)A(ezZ)A 


„A (<a, b> e Y)A (<b, c)e Y)] a (<a, 0E Y). p 


3.20. În mod analog poate fi reformulată definiţia unei 
aplicaţii (a se vedea 1.12). O aplicaţie f a mulţimii A 
în mulțimea B ne este deplin cunoscută, dacă cunoaştem 
toate acele perechi <a, b), elemente ale mulțimii A x B, 
care au proprietatea că b este imaginea prin f a elementului 
a. Putem chiar considera aplicaţia f ca mulțimea acestor 
perechi <a, b>, astfel încît f CA x B. În acest caz, 
care dintre părţile mulţimii A x B sînt aplicaţii ale 
mulțimii A în mulțimea B? Vom nota mulţimea aplica- 
țiilor mulțimii A în B prin * 


An B, 
Atunci 
(fe Am b)— 
— |f CAXBA 
A Alta e A) —> (Vala, b)eJ)lA 
A A at ECKA, b> e f) A (<a, o) ef)] > (b = 0))]: 


~ + Altă notație uzuală este B4, (N.R.) 
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Imaginea prin f a elementului a este în acest caz 


fa = (<a, bye f). 
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s 3.21. Folosind notațiile de care dispunem acum, vom da e 
\ în forma simbolică demonstraţia teoremei din 1.19 : 

Ai 

À) (1) Q = (XC A). 


(3) fe(d4 A Q). | 
U) Axil XEO) [Vaze 4) A (fa) = X). 
(5) U = falle E Ao)A(zef(0))]. 


(6) As((ze U) — [ze A) Alee fla] 
(7) Valle E Ao) A (f(e) = U). 
(8) (ue Ao) A (f(u) = U). 
(9) ' ue Ay. [i 
(10) flu) = U. 
(11) (ue U) — [(ue Ao) A (u e f(u))]. 
(12) (ue U) — [(ve A) A (ue U)]. 
(13) (ue Ao) > (ue Ao) A (ue U)]— ue U}. 
(14) [(ve A) A (ue U)] > (ue U). 
(15) (ue U) — (ue U). 
(16) (ue U) => Glue U). 
(17) (ue U) = Gue U). 
Explicatii: 
41) Definiţia mulțimii Q ca mulțimea submulţimilor. 
(2) Admiterea părţii Aga lui A și “pe 
(3) a aplicaţiei f care aplică A în mulţimea Q şi chiar 
(4) pe mulţimea Q. 
(5) Definiţia mulțimii U. 
(6) Acelaşi lucru, dar cu alte cuvinte. 
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(7) U are o imagine inversă în raport cu f, care este 
notată prin j 

(8) u. 

(9) — (10) Rezultă din (8). 

(11) Se obține prin substituirea lui æ prin u în (6), 

(12) Se obține prin înlocuirea lui f(u) prin U în con- 
formitate cu (10). 

(13) Propoziția q — [(qAp) —p] este întotdeauna 
adevărată. 

(14) Modus ponens din (9) şi (12). 

(15) Se obține din (12) şi (14), întrucît propoziția 


Kp = q4) Alq = r) (p => r) 


este întotdeauna adevărată. 

(16) Definiţia simbolului e.. 

(17) O contradicţie, deoarece p — “Ip este întotdeauna 
falsă. pe 

Cititorul este invitat să trateze singur teoria echiva- 
lenţei (a se vedea 1.22) cu ajutorul simbolurilor. 


3.22. Functii 


În 1.11 am considerat terminologia pentru aplicații 
şi funcții. Notaţii ca 

(1) funcţia f(2), 

(2) funcția y = f(2); 

(3) funcţia g? — 3s + 2, 

(4) funcția y = x? — 3s +2, 

(5) funcția ag? + bæ + e. a- E ; 
pot ridica obiecții şi, eventual, pot ieși din uz. Să ilustrăm 
aceste obiecţii prin cîteva exemple. 

(1) În propoziţia „Funcţia f(x) ia valoarea f(a) pentru 
x = a”, este evident că se socoteşte că f(s) este o funcție 
şi f(a) este un număr. De ce? Litera a nu este nici mal 
bună, nici mai rea decît litera v. s i 

(2) Dacă y = f(x) este o funcție; atunci y — fæ) = 0 
trebuie, conform regulilor algebrei, să fie tot o funcpe. 
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Să considerăm acum ca exemplu f(s) = 2g. 
y — 2% =Q trebuie să fie o funcție. Dar ce f 
Trebuie neapărat ca œ să fie variabila 
şi y variabila ,„dependentă” ? 

(3) Această notație este cea mai puțin discutabilă. 
Dar ea nu ne satisface pentru că nu putem merge prea 
departe. Dacă în locul unui polinom de gradul al doilea, 
să luăm, de exemplu, œ sau 7, atunci trebuie să vorbim 
despre funcția a şi despre funcţia 7. De la bun început, 
acest lucru nu este prin sine destul de satisfăcător. Dar, 
în afară de aceasta, terminologia (3) conduce direct la 
terminologia (5), care este nesatisfăcătoare şi din alte 
motive. | | i | 

(4) Această funcţie ridică aceleaşi obiecţii ca (3). 

(5) Aici se socoteşte că avem o funcție de æ. De ce? 
De ce nu o funcție de a, deb sau dec sau de toate la un loc? 

În fizică, o funcţie care este dedusă din „funcţia f(s)” 
prin înlocuirea lui x cu „funcţia ọ(t)? este deseori denumită 
„funcţia f(t)’. Aceasta produce multe confuzii. 

Terminologia corectă este ilustrată de următoarele 
exemple : 

Ecuația 


În acest caz, 
el de funcție ? 
„„independentă” 


f(x) = 3a? — 62 — 9 (pentru orice 4) 


defineşte o funcţie (aplicaţie) f. 
Ecuația 


Jia) = 322 — 6x — 9 (pentru orice æ o 0 <g<1) 


defineşte o funcție f care aplică mulțimea z-ilor cores- 


punzînd valorilor 0 < æ < 1 pe mulțimea. a-ilor pentru 


care —12 < æ < — 9. 
Ecuația 


sin æ = æ — a3! + al — 


defineşte funcţia sin (funcţia „sinus). dap i 
Ca funcţie de v, funcţia 32? — 62 — 9 ar pr amr 
Dacă prin f înţelegem expresia 3a? — 62 — e 
de x, atunci f(s) = 34? — 6w — 9. | 
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Ca functie de v, aa +- ba + c este o funcţie pătratică 
de x pentru orice a = 0. 
___O terminologie precisă pentru funcţii (aplicaţii) este 
indeosebi necesară dacă se consideră, mulțimi de funcţii. 
n ce fel trebuie să scriem că o funcție este element care 
aparține mulţimii A? Dacă notăm funcția prin f(e), 
atunci această apartenenţă ar trebui notată prin ceva 
de felul f() e A. Dar f(a)e A are un sens cu totul diferit, 
ŞI anume că valoarea pe care f o asociază lui z este un 
element care aparţine mulțimii A. Notaţia feA este 
însă complet acceptabilă. La fel se întîmplă dacă o mulţime 
de funcţii este aplicată într-o altă mulțime (sau aceeaşi 
mulțime). De exemplu, fie K(s, t) o funcţie continuă de 
perechea <s, t> (0 sSsS1,0<is 1). Ecuația 


ate) =È Kis, 9 fo a 


defineşte o aplicație A cu 


Af = 4. 


A aplică mulțimea functiilor continue (definite în inter- 
valul [0, 1]) în ea însăşi. Aplicația A mai poate fi defi- 
nită astfel : HIERNU PE | 


| a pi ae ai 
(4f)(s) = Es, t) f) dt 
-0 
(pentru orice s cu 0 Xs <il 
definite în intervalul [0, 1]). Aici ar fi fără sens să vorbim 
despre i 
AF = gs). 


Variabilele s și ¢ nu au nici o legătură cu figg A. 
Aplicația A acţionează asupra lui f în întregime şi produce 


pe g ca imagine. (Totuşi, astfel de notații lipsite de sens 


se mai întîlnesc în literatură.) 
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Numai pentru cîteva funcţii ca 
| de simboluri în general accept 
ca funcţie de œ nu există un 

Putem introduce pentru 
cu ajutorul definiţiei 


SIN, COS, log dispunem 
ate. Pentru 34? — 6g — 9 

simbol al funcţiei ca atare. 
această funcţie o denumire f 


Scanned with OKEN Scanner 


Alla) = 32? — ôw — 9]. 

> Dar limbajul devine un instrument greoi dacă trebuie să 
* A născocim un nume ad-hoc pentru fiecare lucru în parte. 
\ -O trăsătură remarcabilă a limbajului matematicii este 
`“ tocmai că acesta are denumiri algoritmice pentru majori- 
tatea lucrurilor, adică denumiri care se formează după 
anumite reguli. (Să ne gîndim la numerele naturale cu 

denumirile formate după astfel de reguli.) 


3g? — 6g — 9 


ca funcţie de æ este o denumire algoritmică pentru funcția 
respectivă, dar această denumire este prea incomodă. 
O vom scurta întrucâtva scriind 


A(3 w? — 6% — 9). 


Deci aceasta înseamnă : 3x? — 6x — 9 ca funcție de v. 
Dacă noi nu vrem să considerăm o astfel de funcție 
' pentru toate valorile variabilei v, ci numai într-o mulțime 
1 A, atunci vom serie această mulțime A în urma expresiei 
ij care determină valoarea funcţiei, separînd-o printr-o 
4 bară verticală. Aşadar, a i 


342 — 6 — 9] 4 (—3 <æ < 5)) 


reprezintă o funcție care este definită numai în intervalul 
(--3, 5). | l i 
Expresia ADI 
a (aa? + bæ + e) 
dă, pentru fiecare valoare a variabilelor a, b, e, funcții 
diferite. 
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j 

| -$ 

este o funcție de patru variabile v, a, b, c. Desigur : i | 
j 

Asf (2) = f, ai 

(Af(z))(a) = f(a). 


EE 

è . Li Lă g . x i 4 ẹ 

Dacă x ia valori pe o mulțime A şi y pe o mulţime B, ¥ 
adică perechea <s, yy aparține mulțimii A x B, atunci - 


Afla Y) 
Ay Arf (e Y), 
Ace f (S, Y) 


reprezintă, în general, lucruri diferite. Într-adevăr, pentru 


acA 
(AA S(T, Y))(a) a. 2J(ay), 
în timp ce | 
(Ay Af (2, Y) (a) 
ŞI 
(Acz.J(2, 9))(a) 


vor fi în general lipsite de sens. De fapt, în aceste funcții | 
numai elementele mulțimilor B și. A x B, respectiv, pot . 
fi substituite variabilei. În mod analog, pentru be B, & 


| avem y= 
Da (A, af 9) (b) = Aj b), 
| (As Af, 9) (b) 
şi 


| (Ace f (2, y)) (b) 
în general nu vor avea sens. 
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3.23. Exact în acelaşi fel ca 
g? — ôy — 9 
putem concepe propoziția 
æ este un bărbat 


ca o funcție de æ. În primul caz, mulțimea imaginilor 
(sau codomeniul) este formată din numere; în al doilea 
caz, această mulțime este formată din propoziții. Cea, 
de-a doua funcţie poate fi desemnată prin | 


. este un bărbat. 


Completînd punctele, obținem o propoziţie. Prin urmare, 


această funcţie aplică mulțimea subiectelor în mulţimea - 


propoziţiilor. Această funcţie este cunoscută ca o funcţie 
propozițională. Cu notația introdusă în paragraful pre- 


” cedent, funcţia respectivă mai poate fi notată prin 


A(2 este un bărbat). F 
În mod analog, relaţia a ip | 
ua mai mie decit san 
poate fi notată prin ... o= | 
Aaa P Y) 


3.24, Probleme 


Să se dea expresiile simbolice pentru următoarele 
funcţii (predicate) cu notaţiile din 3.12: 

1. Pătratul lui ..., i 

2. Rădăcina pătrată a lui... 

3. Mulțimea submulțimilor 
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4. Mama 
5. Ceea ce văd (ca o funcție de timp). 
6. Relaţia „a fi căsătorit”. 
7. Relaţia unchi — nepot. 
9. Ce înseamnă 
Cacad ta(a22 + bæ + e=0)] <1, —3, 2)? 
9. Să se compare à „(2 >0) cu f(x > 0). 
10. Ce înseamnă 


AUDI fe Lt > 0)) A (tz > — 3))]? 


11. Ce înseamnă Azal JET 9) = fo) + ÎN)? a 
12. Să se scrie o expresie simbolică pentru funcţia, 


* 


Pi n 
pp” Io mer op 
- 7 A 
[IE E 
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a - 
i am”. 


4 
Fe 
g 
$ 


care ia valoarea 0 pentru toate momentele t în care eu“. 


nu văd nimic și care ia valoarea 1 pentru toate momen- ` 


tele t în care văd ceva. 


3.25. Moduri de legare 


Pentru a se face deosebire între logica modernă și 
vechea logică ce s-a studiat din vremea lui Aristotel, se 
foloseşte deseori termenul , logistică”. Fondatorii ei au 
fost G. Peano (1858—1932). A. Whitehead (1861—1947) 
şi Bertrand Russel (1872—....). Limbajul logisticii se 
deosebeşte de vorbirea de fiecare zi prin modul în care 
tratează variabilele. În propozițiile 


Trece pe acolo un cîine 
şi | 

Un cîine este un mamifer 
„cîine” este o variabilă. În prima propoziţie variabila 
„„ciine” a fost legată existențial (există un cîine care 
trece pe acolo); în cea de-a doua, variabila a fost legată 
într-un mod universal (fiecare (orice) ciine este 
un mamifer). Această legătură nu se vede din formă: 
ea este implicată în conţinut. 

În limbajul de fiecare zi, variabilele sînt hidè specia- 
lizate. Variabila „,cîine” poate fi folosită numai pentru 
cîini, variabila pisici” numai pentru pisici, variabila 
„ceva? numai pentru lucruri, variabila „,cineva” numai 
pentru persoane (uneori şi pentru animale), variabila 
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„undeva numai pentru locuri ete. La toate aceste va- 

riabile, deseori nu se face o deosebire formală între legarea 
„_ “existenţială şi legarea universală. Acest lucru se poate 
observa din exemplele 
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do Am mîncat ceva 

a E pi Y ygi jù 

gri & 
fi Ceva este mai bine decît nimic. 


is În cazurile în care se cere un număr de variabile de acelaşi 
“fel, în vorbirea obişnuită apar numaidecit dificultăţi. 
Vorbim despre „un câine” şi „un alt cîine”, despre „acest 
cîine” şi „acel cîine”. Încă din vremea antică, geometrii 
au simţit nevoia unui mare număr de variabile pentru 
a indica punctele. Atita timp cît geometria a fost predată 
pe cale orală, a fost posibil să se lucreze numai cu varia- 
bile ca „acest punct” şi „acel punct”; pentru ca această 
ştiinţă, să fie înregistrată în scris cu mai multă precizie, 
variabilele punct au fost definite prin „punctul A”, 
> „punctul B”, „punctul C” ete. De aici provine obiceiul 
„ nostru dea nota variabilele cu litere. În limbajul logistic, 
variabilele, în general, pot fi schimbate între ele în mod 
liber. Modul de a lega o variabilă este însă indicat cu 
exactitate. În cele precedente, s-a discutat despre : 


legarea prin substituție (vezi 3.3), 

legarea existențială (V), | 

legarea universală (A), 

legarea prin articolul hotărît (4), 

| mulţime care formează legătura (1); 

of funcţie care formează -legătura (A). 

Toate aceste operaţii conduc la înlăturarea nedetermi- 
"1 mării în ceea ce priveşte utilizarea variabilelor. i | 
3 În vorbirea obişnuită, mai există şi altă formă, foarte 
importantă de legare şi anume 


legarea demonstrativă. 
„Aici” este o variabilă de loc, care, i rezultat d 
faptului că a fost pronunțată, este legată de locul in 


a fost pronunţată, „acum este o variabilă de timp o 
ca rezultat că a fost pronunțată, este legată de 
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mentul în care a fost pronunţată. „Eu? este legată prin 

însuşi cel ce vorbeşte. Aceleaşi consideraţii se aplică là 

„acolo”, ler”, tu”, acesta”, „acela? ete. Aceste 

variabile sînt legate „demonstiratiiv”. x 
Ultima legare pe care o vom considera este 
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legarea interogativă 


care are ca simbol un semn de întrebare. 


3.26. Propoziția „Să se determine z care satisface ecuația 
3% = 4” se scrie su b forma | 


În expresia 


“a 


? (x? — 39 +2 = 0) 


noi cerem toate soluțiile ecuației. RT a AK 


3.27. Probleme 


1. Să se scrie sub forma simbolică: pentru care b 
există valori ale variabilei a astfel încît —a2 + as + 
+a +b să fie negativä pentru orice 4? ; 

Presupunem că F(x, y, t, p) înseamnă : a face afirmaţia 
p lui y la momentul î. Să se scrie simbolic. 

2. Cînd şi-a spus z ceva sie-însuşi ? 

3. Ce propoziţie, fiind spusă cuiva, nu va îi repetată 
niciodată de el altcuiva ? i 

4. Cu cît timp mai tîrziu ceva cea spis cineva este 
spus din nou lui. 

5. Cine spune tuturor ce am văzut eu? g 
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CAPITOLUL 4 


LOGICA FORMALĂ 


4.1. Pină acum, ne-am ocupat de un simbolism logic, 
am tras concluzii simbolice și am construit sisteme ` de 
concluzii şi demonstraţii. Am procedat, însă, într-un mod 
nu toemai sistematic. Desigur, este util în sine să se sta- 
bilească faptul că ceva se poate deduce din altceva. Dar, 
atunci cînd este vorba să sistematizăm asemenea cunoş- 
tinţe, trebuie să pornim de la un sistem de afirmații şi 
apoi să deducem totul, direct sau indirect, din aceste 
afirmaţii. | 


Astfel de afirmaţii preliminare se numesc axiome şi 


vorbim de metoda aziomatică, dacă o ramură a matematicii 
(sau a unei alte ştiinţe) este în aşa fel organizată încît 
din toate afirmaţiile adevărate se alege un număr de 
afirmaţii din care pot fi deduse toate celelalte afirmaţii 
adevărate referitoare la acea ramură. o 

Un exemplu clasic de metodă axiomatică este oferit 
de axiomele geometriei. Studiind spaţiul înconjurător, 
ajungem să cunoaștem unele proprietăţi ale unor con- 


cepte ca puncte, drepte, plane, cercuri ete. Citeva dintre 


aceste afirmaţii sînt alese ca axiome. Dacă acestea sînt 
în număr suficient (şi cele juste), se pot deduce din ele 
toate afirmaţiile geometrice dorite, fără ca să ne referim 


vreodată la spaţiul fizic. De fapt, putem uita complet 


semnificaţia unor cuvinte ca punct, dreaptă etc. 
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4.2, Exemplu 


Fie P o mulţime de obiecte, numite puncte. Anumite 
submulțimi ale mulţimii P se numese drepte. Să notăm 
cu k mulțimea dreptelor. Anumite submulțimi ale mul- 


ţimii P se numesc plane, iar V înseamnă mulțimea pla- 


nelor, Alegem drept axiome următoarele afirmaţii : 


> 


 Awanstl(p e P)A(q e P)A(re R)A (se R)A(pers)A 
Alg er N s)]—> (p =gv(r=s). 
- Apan [p e P)A(q e P)A(r e P)] — 
>V [w e V)A(p eo)A(qev)A(r ev). 
4. Azarmu([(p e P)A(q e P)A(r e P)A(o e V)A(w e V)A 
A(p Eev w)A(gevhw)Aţrev NAN w)]— 
> iw =w)v V, [(s e B)A(p es)A(ges)Atr es)])). 
- Azamall(p e P) A (g e P) A (r-e R) A (o e V)A(p era 
Ma er)A(p eo) Alg e] > Elp = g) v (r Col). 
6. Acte e V)A (we V)AV, (pe P)A(p evn w] > 
> V, [r Ee R)A( r Cow). 
Din aceste axiome poate fi dedusă o parte substanțială 
a geometriei. Și pentru aceasta nu este necesar să ştim 
ce anume sînt punctele, dreptele şi planele. : 
Ca exercițiu, să se deducă afirmatiile : printr-o dreaptă 
și printr-un punct situat în afara acestei drepte se poate 
trece numai un singur plan ; două plane diferite ori nu 
au în comun nici un punct, ori au o dreaptă comună. 


Un triplet de mulțimi <P, R, Vò pentru care sînt 
îndeplinite relațiile 


(r e R) —>(r C P), 
(v e V) — (w C P) 
şi axiomele 1—6 îl vom numi geometrie. 


(s 


Ot 
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4.3. De fapt, am mai întîlnit sisteme axiomatice de acest 
fel în capitolele precedente ale acestei carți. De exemplu, 
din axiomele pentru noțiune de echivalență 


Aala ~ a) 


ȘI 
Nawet = a) A (e ~ a)] > (e ~ b)} 
se pot deduce toate afirmațiile privitoare la noțiunea de 
echivalență care se consideră ca fiind în general ade- 
vărate. 
De asemenea, din axiomele pentru relaţie de ordine 


Aasia Æ b)— [(a < b) v (b <a)]), 
Nasl(a < b)— Id < a)], 
Nawellla <b) A (b < ce) — (a <0)]) 


se pot deduce toate proprietățile generale ale acestei 
noțiuni. Dacă este necesar, putem adăuga definițiile 


Nasla >b) —> (b < a)], 
Nalia Sb) = [(a < b) v (a = b)]} 


Dacă formăm un sistem de axiome, trebuie să avem 
grijă ca din aceste axiome să nu rezulte prea mult (în 
particular, să nu rezulte afirmaţii false) sau prea puţin. 


4.4. Ne propunem acum să stabilim un sistem de axiome 
pentru calculul propoziţiilor. Pentru aceasta, trebuie să 
mergem mai departe decit în exemplele precedente. 
Vom indica precis nu numai propoziţiile (axiomele) de la 
care vom porni, ci și modul de a deduce din aceste axiome 


. noi afirmatii care urmează a fi considerate ca adevărate. 


În exemplele precedente s-a presupus tacit că această 
deductie s-ar efectua prin binecunoscutele metode logice. 
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Ce sînt de fapt aceste ,,binecunoscute metode logice” 
nu s-a explicat. Vom indica acum care anume operatii 
pot fi aplicate, direct sau indirect, axiomelor pentru a 
se obține afirmații ce urmează a fi considerate ca adevă- 
rate, adică teoreme. Vom arăta, de asemenea, cum trebuie 
să se prezinte formulele construite corect. (De exemplu, 
>>> p —” nu este o formulă). 

Formulele noastre nu au nici o semnificaţie, şi nici 
literele sau săgețile care apar în ele nu au vreo semni- 
ficație. Ele sînt, pur şi simplu, o mulţime de semne pe 
hîrtie. Se presupune că cititorul este capabil să le distingă 
Şi să le identifice. Dacă două săgeți se deosebesc întrucîtva 
în felul cum arată, cititorul va trebui totuşi să le iden- 
tifice ca simboluri asemănătoare. Toate operaţiile vor fi 
formalizate astfel ca şi o maşină să le poată efectua. 

Mai tîrziu, însă, vom fi obligaţi să interpretăm din 
nou semnele scrise pe hîrtie; teoremele trebuie să cores- 
pundă propoziţiilor întotdeauna adevărate. 


Printre simbolurile folosite în cele ce urmează, un 
rol important îl au simbolurile 


— şi Q. 


În cazul simbolului — păstrăm semnificaţia lui obişnuită. 
Simbolul ® va fi interpretat mai tîrziu ca o propoziţie 
întotdeauna falsă. Cele două simboluri menţionate sînt 
constante”, spre deosebire de p, q, f, ... care sînt 
variabile”, adică în locul lor se poate pune altceva. 


4.5. Axiome pentru calculul propoziţiilor 


Limbajul propoziţional este format din 
formule primitive * (9, Pp, q, t, ...) 
pinoi | | 
k conectiwe : — (săgeată), (,) (paranteze). 


* „„Primitive” deoarece se construiesc cu ele formule compuse. 
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Formule : a) fiecare formulă primitivă este o formulă ; 

b) dacă A şi B sînt formule, atunci (A —> B) este tot 
o formulă ; = 

c) toate formulele se pot deduce din formulele primi- 
tive prin aplicarea repetată a principiului b). 


Comentarii. Literele A și B nu fac parte din limbajul propo- 


ta zăţional de care ne ocupăm aici. Acestea sint, mai curînd, prescurtări pentru 


formulele mai mult sau mai puţin complexe ale acestui limbaj. 


În loc de A — ® vom mai serie ~] 4. Nu avem nevoie 
de simbolurile v şi A întrucît acestea pot fi exprimate, 
în esenţă, prin —> şi 7]. | 

Din motive de comoditate, vom omite parantezele 
de la extremităţi şi, pentru mai multă claritate, vom 
folosi acolade şi paranteze drepte. | 

Axiome. Dacă A, B şi C sînt formule, atunci 

1. 0C—(4A—0), 
2. (A — B) > {[4 > (B — 0)] > (4 => C), 
3. (1(14) > A 


sînt axiome *. Stai bată eb. ferg B i 
Modus ponens este o operație prin care din două 
formule | 


A 

și aa 
A —> B 

se obține formula i 


Dacă T este o mulţime de formule şi D este o formulă, 
atunci prin 

demonstrație a formulei D dim mulţimea T înţelegem 
un sistem de formule avînd pe D ca ultimă formulă, cu 
proprietatea că fiecare formulă a acestui sistem ** este 

(a) fie o axiomă, 

(b) fie o formulă din T, Ă 

(e) fie se obţine prin modus ponens dintr-o pereche 
convenabilă de formule precedente din acest sistem. 


* 1—3 se mai numesc scheme .de axiome. (N.R.) | 
** În acest context cuvintul „sistem””. este întrebuințat în sens de 
n-uplu. (N.R.). 
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Se spune că o formulă D este deductibilă (demonstra- 
bilă) din T, dacă există o demonstraţie a formulei D din 
mulțimea I. Pentru a nota această proprietate folosim 
simbolul 


THD. 


O T-teoremă este orice tormulă care este deductibilă 
din mulţimea T. 
= O T-teorie este mulţimea tuturor formulelor deduc- 
tibile din rP. 

Dacă T este o mulţime vidă, atunci vorbim pur şi 
simplu de demonstrabil şi respectiv teoremă, teorie. 

Simbolul R | 


up 


înseamnă : formula D este demonstrabilă,. 


4.6. Teoremă de deducție 


Dacă | 
r, AHD, 
atunci | 
D-A-—D. 


Demonstraţie *. Ipoteza afirmă că există o demonstraţie 
a formulei D din T şi A. Această demonstraţie esteun 
sistem de formule X. Înlocuim fiecare formulă C a acestei 
demonstraţii > prin A — C. Obţinem astfel un nou sistem 
de formule X’. Ultima formulă a acestui sistem va fi atunci 
A—D, adică acea tormulă care, conform afirmației, ar 
trebui să fie demonstrabilă din T. Totuşi, ©’ nu repre- 
zintă încă o demonstraţie. Trebuie să intercalăm cîteva 


x 5 E = i . ps : 
=. Să se observe că acest cuvint demonstraţie” are o semnificație 
diferită de cea folosită mai înainte. Atunci ea însemna o operaţie formală 
în cadrul limbajului propoziţional, în timp ce aici are semnificația obișnuită, 
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formule noi. Corespunzător definiției „demonstraţiei. din 
I”, trebuie să distingem în sistemul 5 următoarele cazuri 
(a se vedea 4.5): | 


(a) C este o axiomă, 

(b) C este luată din T, A, 

(b') C este luată din T, 

(b”) O este A, e 

(c) O s-a obținut dintr-o pereche de formule prece- 
dente ale sistemului X prin modus ponens. 

(a) Înainte de A — 0 în E” inserăm axiomele 


C şi O — (A — 0). 
(A se vedea axiomele 1). A — C se deduce din aceasta 
prin modus ponens. TE e 
(b') Înainte de A — 0 în X’ inserăm axiomele 
C şi C —> (A — 0), 
dintre care prima este luată din I, iar a doua este o 
axiomä. A — 0 se obține tot prin modus ponens. 
(b”) Înlocuind, în axiomele 2, C prin A, obținem 
axioma E | 


(4 — B)>{[A>(B >4A)] > (A — A). 


înlocuind B prin A-—> A, din această axiomă obţinem 
axioma iu 


(4 > (4 —4))= (La > (4 >A) > 4)] => (A —>A)}. (4.1) 


Inserăm acum în X’ această axiomă înainte de A — A 
şi apoi axioma 


A — (4 — A), (4.2) 

obtinută din axiomele 1 în care s-a înlocuit © prin A şi 
[A — (4 — A) > A)] > (4 — A), (4.3) 
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cate 'se obţine din (4.1) şi (4.2) prin modus ponens, iar 
apoi axioma LE 


A — ((A > 4A) = A), (4.4) 


obținută tot din axiomele 1 înlocuind C prin A și A prin 
A — A. Apoi se obține, în sfîrşit, A > A din (4.3) şi 
(4.4). prin modus ponens. | 

(c) Admitem că C s-a obţinut prin modus ponens din 


B | (4.5) 


ŞI | 
_B—0, | (4.6) 


care apar înainte de C în E. În X’ formulele corespun- 
zătoare sint pici gi | ata | 

A pe Baie a (4.5”) 
și | Das 
si azi A > (BO a e e a] 


care apar, deci, înainte de A — 0, de care ne ocupăm. 
Înainte de această formulă A — C inserăm axioma 2 


dă B) Ti —> (B —> 0)] 5 (A —> 0), (4.1) 
precum şi formula nr 

[A — (B — 0)] — (A = C), (4.8) 
care rezultă din (4.5') şi (4.7) prin modus ponens. Deci 


A=>0. 


se deduce prin modus ponens din (4.6') şi (4.8). 


Prin toate aceste intercalări, sistemul X' a devenit 


o demonstrație a formulei A — D din T, ceea ce trebwa 
de demonstrat. 
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4.7. Alte cîteva teoreme 
(TI B) > (B 0). 
Demonstratie. Din axiomele 1 se obține 
e > (4 => @) 
sau, cu o altă notație, 
@ >74). 
„Deci, şi (eu 7]0 în loc de A) 
b > C0) 


este adevărată. Prin urmare, ® k "1(10). Formula 
(](10)) — 0 este de tipul axiomelor 3. 


(70), (1(00)=0, 0. 
este o demonstraţie a formulei C din 9. Deci 


e -0, | 


adică din fals rezulta. orice. În consecință ER TESA teo- 


remei de deducție) 


— 8e — C. 


Prin urmare, există o demonstrație pentu ® >C. 
De aceea putem include ® — 0 în demonstraţii: dacă 
se simte nevoia, demonstraţia 8 — 0 poate fi introdusă 
mai înainte. Din B — Q, B şi Q, ® > 0, C, obiema 
deci demonstrația pentru 0: 


B >Q, BHO. 
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Prin urmare (conform teoremei de deducție) 
B-—8P-B-—0, 
Și, deci (aplicînd din nou teorema deducţiei), 


(B = 8&)—> (B => 0), 
ceea ce era de demonstrat. 


- B > (10E — 0)]. 


Demonstraţie. B, 10, B> 0H 0, C— 8, 8. Deci 
(din teorema deducției) 


B, 10k-(8—0)—e, 
de, unde 


BF (10)—(I1(B—0)), 
deci 


H B > K0) > (1B > 0))]. 


4.8. În demonstrația primei teoreme din 4.7 am stabilit 
că 9-Oşi- 8-0. 

Deci, dacă 9 se află în T, atunci T-teoria este 
formată din toate formulele. Mai mult decît atât : dacă 9 
este demonstrabilă din T, atunci orice formulă este 
demonstrabilă din T. O teorie de acest fel nu prezintă 
nici un interes. Noi preferăm teorii în care nu orice formulă 
este demonstrabilă. à 


Spunem că T este necontradictorie (compatibilă, con- 
sistentă) dacă ® nu este deductibilă din T sau — ceea ce 
este acelaşi lucru — dacă nu orice formulă este deduc- 
tibilă din [. | 

Dacă, mulțimea T este consistentă, atunci propoziţiile 
A şi A nu pot fi amîndouă deductibile din I, întrucît : 


odată cu A şi A > Q va fi deductibilă şi Q, astfel încît T 
va fi contradictorie. 
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Dacă I este consistentă şi I — A, atunci I', A este 
de asemenea consistentă, deoarece, în caz contrar, T, 
AH 9, deci (eu teorema deducţiei) T A — ®, şi, 
în consecinţă, atît; A. cît si JA ar fi deductibile din T. 
„Dacă P este consistentă, atunci, fie T, A fie T, JA 
este consistentă. În caz contrar, T, A = 8 şi T, JA = 9, 
deci T Aşi rT H J (74), prin urmare, T 4 A. 

O mulțime T consistentă poate fi extinsă pînă la o 
mulţime A maximal consistentă, adică la o mulțime de 
formule care, la orice nouă extindere, devine contradictorie. 
În acest scop, vom concepe toate formulele ca fiind 
aranjate într-un şir conform unui principiu oarecare de 
ordonare *. 

Căutăm prima formulă care nu se află încă în PI și 
care poate fi adăugată la mulțimea de formule T, fără 
a-l strica consistenţa. Adăugăm această formulă la T. 
Continuînd în acest fel, obţinem o mulţime A de formule 
care conţine pe I' şi la care nu se mai poate adăuga nici 
o altă formulă fără a-i strica consistenţa. Din cele pre- 
cedente, rezultă. : 

Dacă A este maximal necontradiciorie, atunci, în mod 
precis, numai una dintre formulele A, TJA va aparține 
mulțimii A și tot ceea ce se demonstrează din A aparține 
multimii A. | 


4.9. Evaluare a limbajului propoziţional 


În cele precedente s-a anunţat că avem intenţia să 
interpretăm limbajul propoziţional. Acest lucru îl vom 
face acum. Vom ,,evalua”” formulele. | 

Evaluare a limbajului propoziţional constă în a atribui 
fiecărei formule exact una dintre valorile”: 0 (falsă) 
sau 1 (adevărată) în aşa fel ca 9 să aibă valoarea 0 iar 


* Acest lucru este imediat posibil dacă limbajul despre care este vorba 
are numai o mulţime numărabilă de tormule primitive, deci și numai o 
mulțime numărabilă de formule. Cititorul trebuie să rețină acest caz. 
În general, obiectivul urmărit poate fi realizat cu ceea ce se cunoaște sub 
denumirea de o bună ordonare a formulelor. Aceasta nu poate fi tratată aici. 
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pentru fiecare pereche de formule B şi 0 valoarea Tor mulei 
B —> C să fie determinată de tabelul de valori: -: 


| |B-c 


1 
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Pentru astfel de evaluare, toate axiomele (a se vedea, 
4.5) au îm mod automat valoarea 1. 

Demonstraţie. Axiomele de forma 1 pot avea valcarea 0 
numai dacă A — C are valoarea 0 0 şi C are valoarea 1; 
dar aceste afirmaţii sînt contradictorii. | 
` Axiomele de forma 2 pot avea valoarea 0 numai dacă 
valorile succesive sînt : | 

A-—B o1 
| P S ESA EEO 

. A= (B > 0) 1 

A->C 0 

A 1 

NP IER e e nahi 

1 (rezultă din rîndurile 1 

şi 5). = 
BO 0 (rezultă din rîndurile 6 | 
A 0 (rezultă din rînâwrile 3 
si bela şi 8). 

Dar, în acest caz, există o contradicţie între rîndurile 
5 si 9. 

Axiomele din forma-83 pot avea valoarea 0 numai 
dacă A are valoarea 0 și (A > Q) — Q are valoarea |; 


dar, în acest caz, A — Q are, pe de o parte, valoarea ( 0, 
iar, pe de altă par te, valoarea 1. 
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| Pentru asttel de evaluare, toate teore 
Intr-adevăr, fie D o teoremă 
demonstraţie a lui D. Presupunem, în afară de aceasta, că 
toate formulele care preced pe C au valoarea 1. Este 
suficient să demonstrăm că, și C are valoarea 1. Dacă € 
este o axiomă, atunci C are valoarea 1 (cum s-a demonstrat 
în cele precedente) ; dacă 0 a fost obţinută prin modus 
ponens din formule precedente B, B— 0 care au va- 
loarea 1, tabelul de valori arată că şi O trebuie să aibă 
valoarea 1. £ 


mele au valoarea 1. 
şi C o formulă dintr-o 


În conformitate cu 2.4 spunem că o mulțime de for- 
mule T este realizabilă, dacă există o evaluare pentru 
care toate formulele din T obţin valoarea 1. O astfel 
de evaluare se numeşte o realizare a mulțimii de formule T. 
Dacă nu există o astfel de evaluare, se spune că - 

l nu este realizabilă sau este falsă. Sai 

Se spune că o formulă A este 

| sia 
T-tautologie 


dacă, pentru fiecare evaluare care este o realizare a mul- 
ţimii de formule T, formula A ia valoarea 1. Formula A 
se numeşte tautologie, dacă, A ia valoarea 1 pentru orice 
evaluare. Dacă pentru unele evaluări, A ia valoarea 0 


? 
adică A nu este tautologie, atunci se spune că 


A este refutabilă. 


A 


„„Pautologie” şi „irefutabilă” înseamnă deci acelaşi 
lucru. | RS 

Pentru fiecare evaluare, A și “JA au valori diferite, 
întrucît, conform tabelului de valori pentru A —> B, 
din valori egale ale formulelor A şi A —> ®, va rezulta 
valoarea 1 pentru Q, iar aceasta este în contradicție cu 
definiția evaluării. De aici rezultă că: a ci 

Dacă A este tautologie, atunci 71A nu este realizabilă.. 
Dacă A nu este realizabilă, atunci 7]A este tautologie. 


* Vezi prima şi ultima linie ale tabelului de valori. (N.R.) 
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4:10. Fiecare limbă are un aspect sintactic şi un aspect 
semantic. Dacă traducem expresia franceză „il pleut” 
prin „el plouă” sau prin ,,se plouă”, comitem o eroare 
sintactică. Dacă o traducem prin ,,ninge”, comitem o 
eroare semantică (deşi din punct de vedere sintactic este 
corect). Sintaxa se preocupă de aspectele formale ale 
limbii, în timp ce semantica se preocupă de semnificaţii, 
Verb”, „terminaţie”, propoziție”, „semn de punctuație” 
sînt noţiuni sintactice. ,,Sinonim””, metaforă”, ,,o afir- 
maţie bine enunțată”, adevărată” sînt noţiuni semantice. 

În paragrafele 4.5—4.8 ne-am ocupat de chestiuni 
de sintaxă. În paragraful 4.9 ne-am aflat în domeniul 
semanticii. Interpretînd formulele noi. le dăm o semni- 
ficaţie ; valorile 0 şi 1 nu au nimic comun cu limbajul 
propoziţional.  ,,„Formulă”,  ,,demonstraţie”, ,,demon- 
strabil””, „,consistent” nu aparţin, de fapt, nici ele limba- 
jului propoziţional, dar au fost definite pe baza acestui 
limbaj; ele corespund unor noţiuni ca ,,verb”,. „,termi- 
nație”, „„propoziţie”, „semn de punctuație” în raport cu 
limbajul obişnuit. Noţiunile „,realizabil”, „,fals”, „„ade- 
vărat””, „„reiutabil”” corespund noţiunilor de tip,,sinonim”. 
Pentru a evita coniuziile, vom spune uneori, din punct de 
vedere semantic adevărată sau falsă, dacă este vorba de 
aceste concepte; aspectul sintactic pentru adevăr este 
demonstrabilitatea. 


4.11. Fie I' o mulţime realizabilă de formule. Fie D o 
formulă demonstrabilă din T. Pentru fiecare realizare 
a mulțimii T, formula D ia valoarea 1. 

Aceasta se poate demonstra după cum urmează. 
Pentru o formulă © din demonstraţia formulei D există 
trei posibilităţi şi anume : C este 

a) o axiomă, 

b) luată din T, 

c) obţinută prin modus ponens din două formule 
precedente ale demonstraţiei : 


B, B—C. 
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Pentru cazul a), ştim din 4.9 că C are valoarea 1, iar 


în cazul b) formula 0 va avea valoarea 1 conform defi- 


niției evaluării și realizării mulțimii T. Dacă ştim de 
mai înainte că toate formulele demonstrației care o preced 
pe C au valoarea 1, atunci cunoaştem acest lucru în parti- 
cular şi pentru B şi B — C. Tabelul de valori pentru 
B — C arată că, în acest caz, şi C trebuie să aibă va- 
loarea 1. Fiecare formulă din demonstrația lui D este 
deci o formulă cu valoarea 1. Prin urmare D, ca ultimă 
formulă, trebuie să aibă de asemenea valoarea 1. 


4.12. Orice mulţime realizabilă de formule T este neconira- 
dictorie. 

într-adevăr, în conformitate cu 4.11, toate formulele 
demonstrabile din T au valoarea 1. Dar ® are valoarea 0, 
deci nu este demonstrabilă din I. Prin urmare, IL este 
necontradictorie. Reciproca acestei teoreme este și ea 

adevărată: | 

Orice mulțime necontradictorie T de formule este reali- 
zabilă. | 

Demonstraţie. În conformitate cu 4.8, determinăm 
pentru T o mulţime maximal consistentă A care conţine 
mulțimea T. În afară de aceasta, în conformitate cu 4.8, 
din fiecare pereche A, 71A una dintre cele două formule 
aparţine mulțimii A. | 

Tuturor elementelor mulţimii A le atribuim valoarea 1, 
iar tuturor formulelor care nu aparțin mulţimii A le 
atribuim valoarea 0. Vom verifica că aceasta este o eva- 
luare a lui A. 

Q are valoarea 0, întrucît, dată fiind consistenţa 
mulțimii A, Q nu aparţine acestei mulţimi. 

Să verificăm acum tabelul de valori (vezi 4.9). In 
cazul primelor două linii, 1B aparţine mulţimii A; în- 
trucât (vezi prima teoremă din 4.7) 18 > (B => C) 
aparține lui A, avem A |- (B —> 0); deci B —> C aparține 
lui A şi de aceea B — C are într-adevăr valoarea 1. În cazul 
liniei a treia, B aparține lui A şi 70 aparține lui A. 
Întrucît (vezi teorema a doua din 4.7) formula B — 
> ((q10) > (0 (B —> 0))) aparține lui A, avem ATI (E > 
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— C), deci |] (B — 0) se află în A, deci B — C nu apar- 
ţine lui A; ; prin urmare, B —> C are valoarea 0. În cazul 
liniilor a doua şi a patra, 0 se află în A; întrucât C —> 

—> (B — C) apare ca un caz particular al axiomelor 1, 
avem A B—0, şi, prin urmare, B—0 aparţine 
lui A; deci B —> 0 are într-adevăr valoarea 1. 

Aşadar, T este realizabilă, deoarece A conţine pe T 
şi fiecare formulă din A ia valoarea 1. 


4.13. Prin contrapoziţie * obţinem din teorema pre- 
cedentă : 
Orice mulțime de formule T care nu este realizabilă 
(falsă) este contradictorie. 
Ajungem acum la rezultatul principal : 
Teorema de completitudine. În limbajul pr opozițional 
orice tautologie este demonstrabilă. 
= Demonstratie. Fie A o tautologie. Atunci 7] A nu este 
realizabilă (a se vedea sfîrşitul paragrafului 4.9) şi, prin 
urmare, în baza teoremei precedente, este contradictorie, 
Deci, avem ** 
Ake 


H04) > g. 


Acum seriem succesiv : 

o demonstrație pentru _|(]A), axioma 3 şi, în tine, A. 

Aceasta este o demonstrație pentru A. Deci A este 
demonstrabilă. 

Această teoremă arată că sistemul nostru de axiome este 
suficient de complet pentru “demonstrarea oricărei tau- 
tologii, ceea ce explică şi denumirea „teorema de com- 
pletitudine”’. 


ŞI în consecință 


4.14, Axiome ale limbajului calculului predicatelor 


Limbajul propozițional considerat pînă acum în acest 
capitol este un limbaj întrucâtva sărac. În capitolul. al 
treilea am cunoscut resurse lingvistice mult mai puternice. 


* A se vedea $ 2.10, formula (16) cu explicaţii. (N.R.) 
** A se vedea § 4.8. 
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Acestea vor fi supuse acum axiomatizării. E A 
Un limbaj al calculului predicatelor este compus : 
Dintr-un număr infinit de variabile individuale şi 

(poate, de asemenea, dar nu în mod necesar) constante 

individuale ; | 

Predicate primitive *, de gradul 0, 1, 2, ..., care 
trebuie să includă predicatul ® de gradul 0 (predicatele 
de gradul 0 sînt ceea ce am numit mai înainte propoziții- 
formule primitive); 

Conective : —, (Ji N. 

Variabilele şi constantele individuale împreună cu 
predicatele formează vocabularul limbajului. 

Formule : 

a) Dacă f este un predicat primitiv de gradul n >0 
şi dacă 4, ..., 4, sînt variabile sau constante individuale, 
atunci f(x, ..., £) este o formulă. Orice predicat pri- 
mitiv de gradul 0 este o formulă. 

b) Dacă A și B sînt formule, atunci (4 — B) este de 
asemenea o formulă. 

c) Dacă A este o formulă şi æ este o variabilă indivi- 
duală, atunci A, 4 este o formulă. 

d) Toate formulele se pot obţine prin pu RCA i a 
tată a principiilor a), b), c). 

În loc de „variabilă individuală”, ne putem referi mai 
concis la variabilă”. 

Variabile libere şi variabile legată: 

Depinzînd de modul [a), b), c)] în care ia naştere o 
formulă, definim apariţia „liberă ă” sau legată” a unei 
a 

) În f(z,, ..., 2), variabila «, apare liber.. 

A Orice în liberă (sau legată) a vari iabilei œ în A 
(și de asemenea în B) se numeşte apariție liberă (respectiv 
apariție legată) ** în A — B. PRIN 

c) Orice apariţie liberă (le egată) a unei variabile y în 
A se numeşte de asemenea apariţie liberă (respectiv legată), 
în AA, dacă variabila y diferă de variabila a. Orice 


* A se vedea $ 4.5. Ca si int Este 
** Astfel, o variabilă poate să apară într-o formulă atit ca o variabilă 


liberă, cât și ca o variabilă legată. (N.R.) 
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apariţie a variabilei w în A,A se numeşte legată. (Pre- 
zenţa lui æ ca indice la A nu este considerată ca apa- 
riţie”?.) a o 

Pentru orice apariţie a unei variabile într-o formulă 
arbitrară, se determină, cu ajutorul acestor convenții, 
dacă această variabilă trebuie să fie considerată ca liberă 
sau legată. 

O formulă cu n variabile libere diferite se numeşte 
formulă de gradul n. O formulă de gradul 0 se mai nu- 
meşte o propoziţie (formulă închisă). 

În ceea ce urmează vom scrie 7]A în loc de A — Q. 

Axiome : 

Dacă A, B, V sînt formule, atunci axiomele sînt de 
forma : 

1—3. (a se vedea 4.5), 

4. N,(4 > B) —> (A —> A, B), dacă variabila æ nu 
apare liber în A; 

5. A, A— A", dacă A! se obţine din A prin substituţia 
lui y în locul lui œ oriunde apare w, înțelegînd în acelaşi 
timp că v nu apare liber în nici o subformulă a formulei A, 
de forma A,0. 

Pe lîngă modus ponens vom accepta aici şi alte mijloace 
de a face o demonstraţie, şi anume : 

cuantificarea: o operaţie prin care o formulă B este 
înlocuită printr-o formulă A,B. 

Demonstrația formulei D din T este definită ca în 4.5 
cu adăugarea cazului (d): fie obţinută prin legare cu 
A dintr-o formulă. precedentă în acest sistem, înţelegînd 
în acelaşi timp că o astfel de variabilă œ nu apare liber 
în nici o formulă din r. 

Formula deductibilă din multimea formulelor T se 
defineşte atunci ca în 4.5. Acelaşi procedeu se aplică la 
noțiunile : 

I — teoremă, T — teorie, formula demonstrabilă (teo- 
remă), teorie. 

Demonstrația teoremei de deducție reclamă acum o 
completare corespunzătoare adăugirii (d) la definiția 
demonstrației : 

Dacă 
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sînt formule în demonstraţia din T, A, atunci trebuie să 
inserăm în această demonstraţie noi formule între 


A — B şi A —> A B. 
Ca atare, vom lua formula 
As (A > B), 
care se obţine din A —> B prin legare, şi axioma 
M: (4 > B) > (4 > A B). 
(Să se observe că nu este permis ca g să apară liber în 
T, A). Din aceste două formule obţinem atunci A — A. B 


prin modus ponens. În ceea ce urmează vom folosi pre- 
scurtarea 


V, A pentru 1] A (14). 
j Demonstraţiile teoremelor | 

l (118) —>(B —> 0) | 

E B— [(10)—(1(8B—>0))], 


așa cum au fost considerate în 4.7, rămîn neschimbate. 
Se demonstrează uşor că | 


— A CIA) > (1 Ve 4), 
GA, 4 > Ve (14). 
Consistenta este detinită ca în 4.8. 
4.15. Formulele fără variabile libere se numesc propo- 


ziţii, întrucît cu aceste formule putem face tot ce s-a făcut 
cu propozițiile în paragrafele 4.5— 4.13. 
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În particular, putem extinde orice mulţime de pro- 
poziţii necontradictorii la o mulţime maximal consis- 
tentă de propoziţii, căreia îi aparţine exact o propoziţie: 
din orice pereche de propoziții A, 1A. Totuşi, vom face 
mai mult decît atît. 

Nu este necesar ca vocabularul nostru să conțină 
o singură constantă individuală. Predicatele, cum s-ar 
spune, plutesc în aer, ele nu se referă la nimic. Se poate 
întîmpla ca V, A să fie demonstrabilă şi ca, totuşi, să, 
nu fie nici un „exemplu” de „există un æ astfel ca A” 
în vocabular, adică să nu existe nici un obiect dat care, 
fiind substituit variabilei æ, să facă din A o formulă, 
demonstrabilă. Acum, vom lărgi, pe de o parte, voca- 
bularul prin adăugarea de constante individuale, iar pe 
de altă parte, mulțimea necontradiciorie Te de propoziţii, 
prin adăugarea de noi propoziţii în scopul ca mulţimea O 
de propoziţii obţinută să fie maximal consistentă şi ca 
pentru fiecare propoziţie V, A din Q să poată fi găsit în 
vocabular o constantă individuală a, astfel încît formula: 
A', care se obţine din A prin substituţia lui ~ cu a (con- 
form axiomelor 5) să aparțină de asemenea mulţimii O. 

Vom construi o astfel de mulțime Q. Vom păstra o 
rezervă de obiecte pe care le vom adăuga treptat la 
vocabular, drept constante individuale. Pentru început, 
vom extinde mulțimea dată T, pînă la o mulţime maximal 
consistentă A, (a se vedea 4.8). Putem presupune că pro- 
poziţiile din A, sînt aranjate într-un şir ; luăm din acest 
şir prima propoziţie de tipul V, A (unde este o va- 
riabilă şi A este o formulă). Apoi luăm un obiect a din 
rezerva de care dispunem, îl adăugăm la vocabular ca 
o constantă individuală şi adăugăm la mulţimea Ay 
propoziția A’ care se obţine din A prin substituţia lui œ 
prin a (în toate locurile în care variabila z este liberă). 
Putem arăta că, în acest caz, A va rămîne necontra- 
dictorie. 

Într-adevăr, fie Ag, A” contradictorie, adică 


^o Are, 
de unde (conform teoremei de deductie) 
"ii do Aana 
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În demonstraţia > pentru TIA’ din A, vom înlocui a, 
oriunde apare, printr-o variabilă y care nu apare în de- 
monstraţie. (Aici este folosită infinitatea numărului de 
variabile.) Afirmăm că noul sistem de formule 2* este 
şi el o demonstraţie. Pentru a ne da seama de ce este 
aşa, să considerăm fiecare formulă a demonstraţiei C 
care se transformă într-o formulă 0* prin substituţia 
lui a cu y. Ţinînd seama de lista mijloacelor posibile de 
a efectua o demonstraţie, există patru posibilități : 

a) O este o axiomă, 

b) O aparţine lui Aj, 

c) Ca fost obţinută dintr-o pereche de formule pre- 
cedente din & prin modus ponens, 

d) C are forma A, B şia fost obţinută dintr-o formulă 
precedentă B prin legare. si. 

C din cazul (b) nu poate avea loc, deoarece a nu a 
jucat nici un rol în constituirea mulțimii Ag. În cazul a), 
este evident că şi 0* este o axiomă, iar în cazurile c) şi d) 
se vede de asemenea, imediat, că 0* se obține din formule 
precedente ale sistemului X* prin aceeaşi metodă cu 
care s-a obţinut C din formulele corespunzătoare din È. 

Prin urmare, şi 


Ah l4, 
unde A” este dedusă din A” prin substituţia lui y prin a, 
adică din A prin substituţia lui y prin œ în toate locurile 
în care a apare liber. . E 
În acest caz, prin legarea variabilei y se obține de 
asemenea 


Aok A C14") 
si, tinînd seama de axiomele 5, avem 
Ao k JA; 
de unde, prin legarea variabilei ~, obținem 


A EAA (TA) 
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sau | 
AF. (V,4A)—9 


care, în combinaţie cu 


Ao | V: A 


dată, ar duce la contradicția mulțimii Ag. Această contra- 
dicție este o consecință a presupunerii că Ap A’ este 
contradictorie. De aici rezultă că A, rămîne necontra- 
dictorie după adăugarea formulei A'. Acum A’ este 
inserată după V, A, în şirul în care au fost dispuse pro- 
pozițiile din Ag. Vom căuta acum a doua propoziție de 
acelaşi tip, fie aceasta V, B, vom lua un obiect b din 
rezerva disponibilă, îl vom adăuga la vocabular ca o eon- 
stantă individuală şi vom adăuga la Ag, A' propoziţia B’ 
care se obţine din B prin substituţia lui b în locul lui y. 
Prin această adăugare, consistenţa se păstrează. Pro- 
cedînd astfel, se obţine prin acest proces un vocabular 
şi o mulţime consistentă I, cu proprietatea că pentru 
fiecare formulă din I, de tipul V, K, se poate găsi în 
vocabular o constantă individuală k, astfel încît K’ 
(obţinută prin substituirea la fiecare apariţie liberă în K 
a lui z, prin k) să aparţină mulțimii T). 

Mulțimea T, este iarăşi extinsă la o mulțime maximal 
consistentă A, de propoziţii ; la fel procedăm cu mulțimea 
A,, obţinînd o mulţime I„cu proprietăţi analoage acelora; 
ale mulțimii T; ete. Rezultatul final este o extindere & 
vocabularului şi o extindere a mulțimii T la Q cu pro- 
prietăţile cerute : 

Q este o mulţime maximal consistentă, de propoziții ; 

pentru orice propoziţie V, A din Q există un exemplu” 
de a „există un w astfel încît A”. 

Această proprietate a mulţimii O mai poate fi formu- 
lată precum urmează : 

Q este o mulțime maximal consistentă de propoziţii; 

dacă toate propoziţiile obţinute din formula A prin 
substituţia lui œ cu orice constantă individuală dată 
aparţine mulţimii Q, atunci A, A aparţine mulţimii 3A 
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Pentru demonstraţie, admitem că această afirmaţie 
n-ar fi adevărată, În acest caz, dat fiind că mulțimea Q 
este mazimal consistentă, 71 A, A. va aparţine mulţimii Q, 
şi deci va aparţine şi V, (14). Dar atunci ar exista con- 
stantà individuală a astfel încât “| A” ar aparţine mulţimii 
Q (unde A’ este dedusă din A prin substituţia lui æ cu a). 
Datorită, însă, consistenţei mulţimii Q, formula A’ cu 
siouranţă nu ar aparţine mulţimii Q, iar aceasta ar fi 
contrar ipotezei. Reciproca poate fi demonstrată în 
mod analog. 


4.16. Problema interpretării limbajului calculului predi- 
catelor introdus axiomatic în 4.14 este rezolvată în prin- 
cipiu prin construirea mulţimii Q. 
Ce înţelegem printr-o astfel de interpretare? Noi 
vrem ca variabile”, „predicate”, ,„,—"”, „A” din lim- 
bajul calculului predicatelor dat să corespundă cu ceva 
ce este în acord cu ideile noastre despre ele, aşa cum au 
fost considerate în capitolul 3. Variabilele şi constantele 
nu prezintă probleme. Dar ce am înţeles în capitolul 3 
„prin predicat? Un predicat ca ,,... este un om” era 
complet; dat dacă, în raport cu orice s-ar completa în locul 
punctelor, s-ar putea şti exact dacă această completare 
face propoziția astfel obţinută adevărată sau falsă. Pre- 
dicatul ,,... mai mic decît ...” era determinat, dacă 
era stabilit pentru care perechi de obiecte ar deveni 
adevărat şi pentru care perechi ar fi fals. Un predicat F 
de gradul n era determinat dacă, pentru orice n-uplu de 
obiecte a, ..., d, Be ştia sigur că F va deveni prin 
aceasta adevărat sau fals. Un predicat de gradul n era, 
deci, o aplicaţie a mulțimii n-uplelor de obiecte în mul- 
țimea formată de două afirmații : „adevărat? sau „fals? ; 
(notate 1 gi 0 respectiv). O mulțime de obiecte va fi notată 
prin I; notația I” va fi folosită pentru mulțimea I x 
xIx x I a mn-uplelor din 1. Prin urmare, vom vorbi 
despre o interpretare a limbajului calculului predicatelor 


dat, dacă: 
fiecărei constante individuale & 
element al mulţimii I, notat ha, 


îi este asociat un 
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fiecărui predicat F de gradul n îi este asociată o apli- 
caţie, notată RF, a mulţimii 1” în mulţimea 40, 1}. 

în telul acesta, unei formule F(a, . . - 2n) îi corespunde 
o expresie (RF) (a, ...» %) care, după substituţia varia- 
bilelor a, ..., &, cu elemente ale mulţimii Z, ia valoarea 0 
sau 1. 


O substituție a variabilelor și constantelor din limbajul 


calculului predicatelor prin elemente ale mulțimii / 
se va numi o valuare w. Deci œw este o aplicație a mulţimii 
variabilelor şi constantelor în mulțimea 7. 

Ar trebui ca interpretarea R să fie aleasă ca fixată, dar 
noi vom considera, desigur, toate valuările care sînt com- 
patibile cu interpretarea (adică valuările care aplică 
orice constantă în acelaşi element din I care i se asociază 
prin interpretarea R). | : 

= Trebuie, totuşi, să supunem o interpretare la con- 
diții suplimentare. Ca şi mai înainte, vom cere ca & 
(predicatul de gradul 0) să ia totdeauna valoarea 0; 
în afară de aceasta, vom cere ca pentru implicația (—>) 
să fie valabil tabelul de valori din 4.9. In sfîrşit, vom 
introduce încă o condiţie suplimentară în legătură cu 
interpretarea semnului A. În capitolul 3 am înţeles prin 
A, A că A este adevărată pentru orice substituție a lui z. 
În conformitate cu aceasta, trebuie să cerem, că dacă 
interpretarea unei formule A are valoarea 1 pentru orice 
valuare, atunci interpretarea formulei A, A trebuie să 
aibă de asemenea valoarea 1. Dacă aceste condiții sînt 
"îndeplinite, vom numi interpretarea „valuabilă”. Această 
analiză poate fi acum rezumată într-o definiţie. 


4.17. Să considerăm un limbaj al calculului predica- 
telor dat. ; | | 
Fie I o mulţime, I” mulţimea IXxIx... xI a 
n-uplelor elementelor mulţimii J, iar 10 o mulţime formată 
dintr-un element to | 
O valmare œ este o aplicaţie care asociază fiecărei 
variabile sau constante un element din mulțimea Z. 
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O interpretare pe mulţimea T este o aplicaţie R cu urmă- 
toarele proprietăți : | 
„ oricărei variabile sau constante îi corespunde un ele- 
ment din I, 
oricărui predicat primitiv de gradul n îi corespunde 
„ o aplicaţie a mulţimii Z” în mulţimea (0, 1}. 
Fie R o interpretare. e 
Valuarea w, prin definiţie, este compatibilă cu inter- 
+ pretarea R dacă w şi R sînt aceleaşi pentru orice cons- 
tantă. Singurele valuări w care vor fi permise sint acelea 
care sînt compatibile cu R. 
Interpretarea R se numeşte valuabilă dacă, pentru 
orice valuare w, R generează o evaluare; adică, fiecărei 
formule C i se atribuie o valoare | C |a = 0 sau 1 (în funcție 
„de œw), astfel încît sînt îndeplinite următoarele condiţii : 
a) Dacă C este de forma f(x, ..., 4) (cu f un predicat 
primitiv de gradul n şi 4, ..., 4, variabile sau constante), 
atunci : i 
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0, — eco AC ae pentru n > 0, 
ta TALGRE) Gio); santa pentia nm- 
® pă = 0. i sit 


b) Dacă C- este de forma (A > B), atunci |0|, va 
depinde de | Ala şi |B|, în conformitate cu tabelul de 
valori pentru implicaţii din 4.9. 

c) Dacă C este de forma A, A, atunci | C |, = 1, dacă şi 
> numai dacă |A|, = 1 pentru orice valuare œ’ care diferă 
de w numai în z. 

Tinînd seama de modul de obţinere a formulelor (vezi 
4.14) o astfel de evaluare (dacă este posibilă) generată 
de o interpretare R dată este unică. 

Verificînd cazurile a), b), e), constatăm : 

Valoarea formulei O în œ depinde numai de ceea ce 
valuarea w atribuie variabilelor care sînt libere în C. 
În particular, valoarea unei propoziții nu depinde de o. 
Dar ea depinde, bineînţeles, de interpretare A. = 

Fie T o mulţime de propoziţii. O interpretare valuabilă 
pe mulţimea Z, în care fiecare propoziţie din T ia ue oa 
1, se numeşte o realizare a mulţimii T pe mulţimea 4. 
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Dacă IT are o astfel de realizare, se spune că T este reali- 
zabilă pe mulţimea I ; altfel, se spune că T nu este reali- 
zabilă sau este falsă pe I. 


Se spune că o propoziție A este: 

I'-adevărată pe I, dacă pentru orice realizare a mul- 
țimii I pe I această propoziţie ia valoarea 1; 

l-adevărată, dacă este T-adevărată pe I pentru orice I ; 

adevărată pe I, dacă pentru orice interpretare valuabilă 
pe I ia valoarea I; 


adevărată, dacă sri orice mulţime J este adevărată 
pe I. 


În mod analog se pot defini şi alte noțiuni ca refu- 
tabilă”” etc. | 


ë 


4.18. Fie I’ o mulțime de propoziții care este realizabilă 
pe mulțimea I. Fie D o formulă demonstrabilă din PT. 
Pentru fiecare realizare a mulțimii IT pe I, formula D 
ia valoarea 1. 

Această afirmaţie este analoagă cu teorema 4.11 şi se 
demonstrează în același mod. Trebuie numai să ţinem 
seama de posibilitatea ca formula C să fie obţinută dintr-o 
formulă precedentă prin legare, adică să aibă forma 
A B. Dacă se ştie despre formulele care le preced pe © 
că ele au valoarea 1 pentru interpretarea valuabilă K 
şi fiecare valuare « care este compatibilă cu R, atunci 
acest lucru este valabil în particular şi pentru B. Conform 
definiției unei interpretări valuabile [a se vedea 4.17 (c)], 
A, B va avea atunci de asemenea valoarea 1 pentru orice 
valuare. 


4.19. De aici rezultă (a se vedea şi 4.12) : 

Orice mulţime de propoziții care este realizabilă pe o 
mulțime I este neconiradiciorie. 

Reciproca este de asemenea adevărată : 

Orice mulţime mnecontradiciorie de propoziţii este reali- 
zabilă pe o mulțime I. 
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Demonstraţie. Extindem mulţimea constantelor indi- 
viduale şi mulţimea necontradictorie de propoziţii dată T 
conform cu 4.15. Obţinem o mulţime maximal consistentă 
de propoziţii Q care conţine pe T și în care, pentru fiecare 
propoziţie V, A, se găseşte o constantă individuală a 
din limbajul îmbogăţit, astfel încît formula A', dedusă. 
din A prin substituţia lui v cu a, să aparţină de asemenea, 
mulţimii Q. Ca mulţime I vom lua mulţimea constantelor 
individuale din limbajul îmbogăţit. Interpretarea R este 
definită astfel : 


pentru fiecare constantă individuală a, avem 


pentru fiecare predicat primitiv f de gradul n şi fie- 
care n-uplu (a, ...,4,> din I” avem 


(BIKA ---.4,)) = 1 sau O, 


după cum, din f(4,, ---, Za), după substituţia variabilelor 
æ; prin a; (6 = 1, ..., n), apare o propoziţie care aparţine 
sau nu aparţine mulţimii Q. 

Interpretarea R este valuabilă şi |C], este definită, 
pentru orice formulă C şi pentru orice valuare w compa- 
tibilă cu kR, dacă 


IC|, =1 sau 0, 


după cum, la substituţia oricărei variabile x, care este 
liberă în 0, prin (æ), se obține din C o propoziţie care 
aparţine sau nu aparţine lui Q. Pentru a ne da seama de 
aceasta, nu trebuie decît să veriticăm că sînt îndeplinite 
condiţiile a), b), c) din 4.17. 

a) Fie formula O de forma f(a, ..-; Va), (a se vedea 
4.17), n > 0. Conform definiţiei, (Ef) (cozi), -- o(2,))) 
se evaluează prin substituţia variabilelor œ; în F m 350 ea Pa) 
ai prin œ (%;) şi verificînd dacă rezultatul aparţine sau nu 
Şi mulţimii Q. Dar, conform definiției, acesta este exact 

n acelaşi lucru cu evaluarea lui |f(®, «++; Ln) lo 
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.... 


Pentru n = 0, acest lucru este de asemenea evident. 
| 8 |, = 0 rezultă din necontradicția mulţimii Q (adică, © 
nu se află în 9). 

b) A se vedea demonstraţia din 4.11. E Sp: 

c) Fie formula C de forma A, A (a se vedea 4.17). 
Fie |O|, = 1. Fie w' o valuare care diferă de œ numai 
în 2. Fie 0' ceea ce se obţine din 0 prin substituţia ori- 
cărei variabile libere a prin o(7); fie A” ceea ce se obţine 
din A prin substituţia oricărei variabile libere œ care 
diferă de z cu w'(2) și fie A” ceea ce se obţine din A prin 
substituţia fiecărei variabile libere æ cu w'(æ) 

A” se obţine din A” prin substituţia lui z cu co'(2). 
Dar C” este de forma A, A” şi aceasta aparţine mulţimii O, 
deoarece |0|, = 1. Din axiomele 5 (a se vedea 4.14) 
deducem că, substituind z cu w'(2), se obţine ceva care 
aparţine lui Q. Prin urmare, A” aparţine lui Q, deci 
|A lo? = 1. = 

Fie |0|, = 0; fie C’ şi A’ definite ca în cele prece- 
dente. Atunci C', deci și A,A' nu aparţin lui Q. Prin 
urmare, | A, A aparţine lui Q, în consecinţă şi V.( 14’) 
aparţine lui Q. Așadar, există (a se vedea începutul acestei 
demonstraţii) o constantă individuală a, astfel încît pentru 
formula A” care se obţine din A'prin substituția lui z prin a 
rezultă că 714” aparţine lui O, deci A” nu aparţine lui Q. 
Fie w' valuarea cu w'(2) = a şi egală cu w în rest. In acest 
„caz, A” se obţine din A prin substituţia oricărei variabile 
libere z prin w'(%). Deci, | Alẹ =0. 


4.20. Ca şi în 4.13, din ultima teoremă rezultă : 


Teorema de completitudine. In limbajul calculului 
predicatelor orice propoziţie adevărată este demonstrabilă. 

Această teoremă a fost demonstrată de K. Gödel 
(1930). Demonstrația dată aici aparţine în esenţă lui 
L. Henkin (1949). | F 


4.21. Teorema obţinută în 4.19 poate fi întrucîtva întă- 
vită, Să observăm cum s-a obţinut O (a se vedea 4.15). 

“Presupunem că vocabularul este numărabil. Există, 
deci, numai o mulțime numărabilă. de formule ; astfel, Ao 
are de asemenea numai o mulțime numărabilă de formule: 
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Aşadar, pentru a ajunge la IT, nu avem decit să adăugăm 
un număr numărabil de formule, iar vocabularul, la fel, 
va fi îmbogăţit cu cel mult un număr numărabil de sim- 
boluri etc. La sfîrşit, se va constata că vocabularul îmbo- 
găţit va fi tot numărabil. Deci I este de asemenea numă- 
“rabilă. Aşadar : 

Dacă vocabularul este numărabil, atunci orice AA 
pecontradictorie de propoziţii, este realizabilă pe o mulţime 
numărabilă I. 
~ În general, rezultă că este suficient ca I să fie o mul- 
time cu acelaşi număr cardinal ca vocabularul dat. 

Pentru motive care vor fi explicate în capitolul urmă- 
tor, aceasta este o concluzie paradoxală. 
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CAPITOLUL 5 


LIMBAJ ȘI METALIMBAJ 


5.1. Deşi limbajul calculului predicatelor este mai bogat 
decît limbajul propoziţional, el rămîne totuşi insuficient. 


Chiar şi vorbirea obişnuită conţine nu numai predicate 


de subiecte, dar şi predicate de predicate. Să luăm pro- 
pozițiile : 
Acest acoperiş este roşu. , i 
Roşu este o culoare. 


Culoarea este un fenomen. optic. 

Dacă acceptăm că „acest acoperiş” este o constantă, 
atunci roşu” trebuie să fie considerat ca predicat. Dar, 
în rîndul următor, acest predicat apare ca subiect într-o 
propoziţie în care „culoare” (sau ,,... este o culoare”) 
apare ca predicat (de ordinul al doilea). Iar apoi, în rîndul 


al treilea, acest predicat (de ordinul al doilea) este subiectul ` 


unei propoziţii formate cu un nou predicat (de ordinul 
al treilea). 

Trebuie să fim prudenţi cu aceste predicate de diferite 
ordine. În vorbirea obișnuită, predicatele de ordinul al 
doilea nu se aplică direct la subiecte : propoziţia „acest 
acoperiș este o culoare” nu pare, de fapt, să fie falsă, dar 
nu are sens. 

În momentul de faţă, se manifestă o preferinţă să 
ne mărginim la predicate de ordinul întîi. Pentru aceasta, 
„toşu” din rîndul al doilea trebuie să fie interpretat în 
mod diferit de „roșu” din rîndul întîi. Prima oară, progu” 
sau (,... este roșu”) va fi într-adevăr un predicat, iar- 
a doua oară trebuie să fie constantă individuală verita- 
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bilă. Dar, în acest caz, va trebui să se stabilească o legă- 
tură între cele două interpretări. | 

Dar, în limbajul logistice noi cunoaştem o astfel de 
legătură între predicate şi variabile şi constante. Predi- 
catului F (de ordinul întîi) i se asociază mulţimea tuturor 
variabilelor æ pentru care F(x) este adevărat, adică 


ha), 


pe care o interpretăm în mod repetat ca o variabilă sau 
constantă. Se înţelege, deci, că şi mulțimile trebuie să fie 
considerate ca variabile individuale. ,, Roşu” din rîndul al 
doilea este atunci interpretat ca mulţimea tuturor obiec- 
telor de culoare roşie. În mod analog, ,,verde” urmează 
a fi mulţimea tuturor obiectelor verzi. ,,Culoare” din 
rindul al treilea este, prin urmare, mulţimea culorilor, 
adică o mulţime de mulţimi. | 

Dacă vrem să considerăm mulțimile ca variabile, 
avem nevoie nu numai de un predicat care să fie inter- 
pretat ca ,,... este o mulţime”, dar şi de o relaţie între 
variabile care să fie interpretată ca 


este un element al 


Sau 
,.... Er e os 


Dar aceasta nu este suficient. Așa cum este necesar să 
se stabilească proprietăţile punctelor, dreptelor ete. ca 
bază a geometriei, aici avem nevoie de axiome referitoare 
la mulţimi. Aceste axiome pot fi formulate în diferite 
moduri. Trebuie, însă, să ne asigurăm că obişnuitele 
operaţii din teoria mulțimilor prin care sînt create nol 
mulţimi sînt reflectate în actuala teorie —de exemplu, că 
există o mulţime vidă, că reuniunea unei mulțimi de 
mulţimi este tot o mulţime, că pentru fiecare mulțime 
există mulțimea submulţimilor ete. | 

Obţinem astfel o mulţime T de propoziţii în care apar 
predicatele ... este o mulţime” şi ,,... este element al 

..”; în afară de aceasta, apare o relaţie de egalitate 
„.». O astfel de mulţime se numeşte un sistem 
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de axiome pentru teoria mulțimilor. În acest caz, teoria - 


mulțimilor va fi T- teoria, adică totalitatea propoziţiilor 
care pot fi deduse din |. 


5.2. Dar nici aceasta nu este încă suficient pentru scopu- 
rile matematice. Matematica se bazează pe numerele 
naturale, care pot fi introduse prin reprezentarea lor 
obişnuită. Le vom asocia predicatul 


... este un număr natural, 
seris prescurtat Z. Deci sînt adevărate următoarele pro- 
poziții: DE ea be E | 
| ZU), ZO), 23), --- 


Trebuie, acum, să axiomatizăm cunoscutele legături 
dintre numerele naturale individuale. Aceasta se poate 
realiza prin relaţia : 

„ este succesorul lui ... 


sau prescurtat 
4 PD 
adică propoziţiile | 
VE, 1), V(3, 2), V(4, 3), 
sînt adevărate. | Ea 
Un sistem de axiome pentru numerele naturale a fost 
dat de Peano: . | 
i E (ip a a e mil 
2) AAZ(o) > LV„(Z() A PU, 2). 
3) IVV, 8) 
4) Azet [Z(0) AZC) AZ) > V, y) A V, y) 
oa. 
5) Acea([Z(a) AZ(z) AZ) > UV DAY 2) 
aa). ap 
6) (P(1) A AAZ(y) > Nal(Z(w) A P(a)A 
A Vly, 2) > Pl) AZ) > P(2)] 
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În particular, este importantă, ultima afirmaţie : 

Principiul inducției complete. Fie F o proprietate a 
numerelor naturale. Presupunem că 1 are proprietatea P 
şi că, ori de cîte ori un număr natural are proprietatea F, 
succesorul său are de asemenea proprietatea F. În conse- 
cință, toate numerele naturale vor poseda proprie- 
tatea P. 

Cu ajutorul acestui principiu, pot fi definite adunarea, 
și înmulţirea numerelo naturale : 


& + 1 este succesorul lui d, 

pi (VT) este succesorul lui & + y, 
Atac spe : 

(& +1)ty = wy +y 


5.3. Ca axiome pentru mulțimi şi pentru numerele natu- 
rale, am ales afirmații care sînt considerate ca adevărate 
în mâtematica obişnuită. Multimea T. pe care acestea 
o formează este satisfăcută de mulțimile şi numerele 
naturale în sensul lor normal. Se poate presupune că T 
este consistentă. La formarea sistemului PI. trebuie să ne 
mărginim la o totalitate numărabilă de variabile. Conform 
cu 4.21, mulțimea T va putea fi, deci, realizată pe o mul- 
time numărabilă I. S , 

Acest lucru este foarte ciudat, întrucît T-teoria 
conține obiecte pe care în mod normal le considerăm 
ca mulțimi nenumărabile. De exemplu, mulţimea submul- 
țimilor mulțimii numerelor naturale este, desigur, o mul- 
time numărabilă (vezi 1.19). Această concluzie este cunos- 
cută ca paradoxul Lâwenheim-Skolem. Cum putem explica 
această aparentă contradicţie? k 

O astfel de mulțime nenumărabilă M trebuie să poată 
fi dedusă din l cu ajutorul resurselor din limbajul cal- 
culului predicatelor. Dar, în acelaşi timp, nici o aplicație 
injectivă f.a mulțimii M în mulţimea numerelor naturale 
nu trebuie să poată fi dedusă din T cu aceste mijloace. 
T este realizabilă pe o mulţime numărabilă T, deci, într-o 
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interpretare valuabilă, M va fi interpretată printr-o mul- 
time, numărabilă. 

Ce reiese de aici? Aplicația injectivă a mulțimii M, 
a cărei existenţă o putem stabili vorbind despre limbajul 
calculului predicatelor, nu poate fi dedusă din T cu aju- 


A . 


torul limbajului calculului predicatelor însuşi. 


5.4. Acesta este momentul cel mai potrivit pentru a ne 
da seama că, vorbind despre limbajul calculului predica- 
telor, deseori am depăşit cu mult domeniul acestui limbaj. 


Limbajul calculului predicatelor, așa cum a fost 
definit aici, poate fi manipulat de o maşină. Date fiind 
regulile extrem de simple pe care le-am stabilit, o maşină 
poate să înscrie succesiv formulele. De asemenea, o maşină 
poate fi făcută să aplice regulile de deducție în mod 
sistematic şi să demonstreze, astfel, o teoremă după alta. 
Va apărea, în cele din urmă, din maşină orice propoziţie 
care este I-tautologie ? 

Pentru fiecare serie de semne pe care o introducem 
în maşină, aceasta poate verifica dacă seria respectivă 
îndeplineşte condiţiile unei formule. Dar poate maşina 
să verifice şi adevărul sau falsitatea unei propoziţii date, 
în alt fel decît, tot aplicînd mereu regulile de deducție, 
să aştepte să vadă dacă propoziţia (sau negația ei) va 
apărea cumva ? 

Noi am arătat că orice propoziţie care este I-tauto- 
logie din limbajul calculului predicatelor este demonstra- 
bilă din T (cel puţin dacă T este consistentă). Dar aici 
am folosit; resurse de care maşina nu poate dispune. 
Am explicat; folosirea acestor resurse nu în limbajul cal- 
culului predicatelor, ci în limba română. Pentru a de- 
monstra deductibilitatea unei formule, am raţionat, cu 
mai multe prilejuri, după cum urmează : presupunem că 
nu există o demonstraţie pentru A ; în acest caz, se va 
produce o contradicţie sau alta. Am arătat demonstra- 
bilitatea prin metode indirecte (reducerea la absurd). 
Dar, respingînd „nu există o demonstraţie pentru A 
noi nu producem, totuși o demonstrație pentru A. Iar 
pentru maşină, producerea reală a unei demonstraţii 
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.... 


pentru A. va constitui Singur 
monstrabilitatea formulei A. 

Prin urmare, ar fi de neconceput ca propoziții care, 
vorbind despre limbajul calculului predicatelor, sînt re- 
cunoscute de noi ca fiind adevărate, să nu poată fi de- 
monstrate (şi nici respinse) de maşina care operează în 
acest limbaj. Conform unei cunoscute teoreme a lui 
Godel (1931), există într-adevăr astfel de propoziţii 
nerezolubile în fiecare limbaj în care poate fi format șirul 
numerelor naturale. Această teoremă, este cunoscută ca 
teorema de necompletitudine. Mai tirziu vom schiţa rațio- 
namentul care conduce la această teoremă. 

Trebuie observat că dificultăţile discutate aici nu se 
produc dacă ne mărginim la, limbajul propoziţional. Teo- 
rema de completitudine -pentru limbajul propoziţional 
poate fi demonstrată cu mijloace elementare sau cu alte 
cuvinte : maşina însăşi poate demonstra teorema de 
completitudine pentru limbajul propozițional cu propriile 
ei mijloace. În general, maşina nu poate realiza aceeaşi 
sarcină în ce priveşte un limbaj al calculului predicatelor. 


» metodă de a dovedi de- 


5.5. În cursul demonstraţiei completitudinii unui limbaj al 
calculului predicatelor am. folosit limba obişnuită ca un 
mijloc de comunicaţie pentru a vorbi despre acest limbaj. 
Cum putem face ca o maşină, care are la dispoziţie numai 
limbajul calculului predicatelor acceptat convenţional, 
să vorbească despre acest limbaj astfel ca, de exemplu, 
să poată stabili demonstrabilitatea unei formule? Von 
considera mai tîrziu răspunsul la această, întrebare. 

ntre timp, vreau să pun accentul pe o capcană care 
ne ameninţă dacă discutăm fenomenele unui limbaj în 
însuși același limbaj. Există faimosul paradox al Creta- 
nului care afirmă că toţi Cretanii sînt mincinoşi. Ni se 
cere să, decidem dacă, spunînd aceasta, el minte sau spune 


adevărul. Formulat în acest; fel, paradoxul este criticabil. 


Este mai bine să se pună întrebarea : dacă cineva spune 
„eu mint”, el spune o minciună sau spune adevărul ? Dacă 
el minte, atunci el minte că minte şi deci spune adevărul. 
lar dacă el spune adevărul, atunci este adevărat că minte, 
şi deci minte. i 
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Cauza acestor dificultăţi, în care mincinosul ne implică, 
pe noi şi pe el însuși, poate fi găsită în faptul că vorbim 
despre proprietăţile lingvistice ale unui limbaj în acelaşi 
limbaj în care apar aceste fenomene. Dacă, o persoană a 
cărei limbă maternă este engleza nu foloseşte decît fran- 
ceza pentru a vorbi despre proprietăţi ale limbii engleze, 
această persoană nu poate fi prinsă în cursa unor astfel 
de paradoxe. O astfel de persoană nu va spune ,, „dog” 
is a noun” ci , dog” este un substantiv”. Nu va, spune 
„the assertion „Abel killed Cain” is false”, ci „la propo- 
sition „Abel killed Cain” est fausse”. Ea nu poate spune 
niciodată „I am lying”, întrucît aceasta se referă la 
falsitatea afirmațiilor sale directe făcute în engleză; în 
loc de aceasta, afirmația „I am lying” ca o afirmaţie 
referitoare la afirmații este făcută în limba franceză, 
şi anume sub forma ,,Tout ce que je dis en anglais est 
faux” (,,Tot ceea ce spun în engleză este fals”), iar această 
afirmație nu este afectată de valuarea făcută din ea, 
întrucît este formulată în franceză (şi nu în engleză). 

Desigur, vorbitorul ar putea dori să spună ceva despre 
fenomenele care apar în limba franceză. Pentru aceasta 
ar putea, de exemplu, să folosească limba germană, adică 
în loc de „Tout ce que je dis en anglais est faux” să spună 
„Alles, was ich auf französisch sage, ist falsch”. Formal, 
aceste douà afirmații nu se contrazic una pe alta (dacă 
sînt adevärate, este o altă problemă). a A | 

O formulare mai precisă a paradoxului mincinosului 
este dată prin următoarea propoziţie : Fii Š 

Ceea ce este scris în rîndurile 26 și 27 la pagina 134 
din această carte este fals. l , gs 

(Cititorul este invitat să facă singur această analiză.) 

Următoarea definiție este cunoscută ca paradoxul lui 
J. Richard : ; i : 

Cel mai mie număr care nu poate fi determinat in 
limba română cu mai puţin de o sută de litere. n ai 

Dacă se numără literele folosite în această frază, se 
constată că „acest număr” a fost determinat cu ceva 
mai puţin decit o sută de litere. (Să se analizeze şi aceasta). 
„Cele explicate în ceea ce precede sînt cunoscute prin 
expresia „limbaj și metalimbaj”. Noi putem vorbi despre 
un limbaj dat într-un alt limbaj, numit metalimbaj. 
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5.6. Cum putem face, însă, ca o maşină să vorbească 


despre limbajul calculului predicatelor în limbajul calcu- 
lului predicatelor ? 

De acum înainte vom lucra cu un limbaj al calculului 
predicatelor (numărabil) care conţine noţiunile de mul- 
time şi egalitate, precum şi numerele naturale. Mul ţimea T 
este formată deci din axiome pentru aceste noţiuni. De 
acum înainte, vom omite notația TI în „,l'-adevărată”, 
„demonstrație din T” etc. 

Construim un cod pentru a vorbi despre limbajul cal- 
culului predicatelor care să folosească chiar limbajul 
calculului predicatelor. Pentru elementele limbajului cal- 
culului predicatelor atribuim numere de cod. Pentru 
aceasta, vom utiliza anumite proprietăți simple ale nume- 
relor naturale. 

„Vom numi p un număr prim dacă P? £ 1 şip nu are 
alți divizori decît 1 şi p. Numerele prime 


2, 8D, ty le l3, Fl ia 


vor fi numerotate consecutiv 


Pis Pa» P3; Pa Ps; Pe Pe ep: 


Acum vom atribui numere dé ğa după cum urmează : 
numerelor 1,2, 3, , n le vom asocia numerele de cod 
21... 22,08: aa on celorlalte constante individuale — 
numerele de cod 31, 32, 33, ..., variabilelor a, La, Vg... 
— numerele de cod. pi 52; 53, ; predicatelor primitive 


i) 

de gradul n — numerele de- oa: 7 Pn, Pn, Th, E 

În afară de aceasta, dacă f este un predicat primitiv 
de gradul n cu numărul de cod [f] și 2; ..., 2, sînt varia- 
bile individuale cu numerele de cod ud Ata lA hii 

:; [2a], atunci atribuim. predicatului fli - -3 Za) nu- 
mărul de cod 

TER 143P% ppal.. . plen], 

dacă A şi B sînt tormule cu numerele de cod [A] şi [B], 
atribuim formulei (A —> B) numărul de cod 


1704] + 192] ; 
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dacă A este o formulă (numărul de cod fiind [A4]) şi æ 
este o variabilă (numărul de cod fiind [v]), atunci atribuim 
formulei A,A numărul de cod | i 


D314) - 296, 


În telul acesta, fiecărei formule i s-a asociat (cel puţin) 
un număr de cod. Pentru a ne asigura dacă un număr 
dat apare ca un număr de cod şi, în acest caz, la care 
formulă, se referă, trebuie numai să descompunem numărul 
în factori primi şi să „traducem retroversiv”. O mașină 
este perfect aptă să facă acest gen de operație. Dacă, 
de exemplu, apare 23 printre factorii primi, atunci nu- 
mărul trebuie să aibă forma 23%-29, dacă el trebuie să 
fie numărul de cod al unei formule, iar formula trebuie 
să fie de forma AA, unde A şi æ au respectiv numerele 
de cod a şi b. Aceste numere a şi b sînt tratate în mod 
asemănător, şi așa mai departe, pînă la variabilele indi- 
viduale şi predicatele primitive. „x apare ca o variabilă 
liberă în A” este, în codificare, o relaţie numerică între 
[x] și [A] pe care mașina este capabilă să o rezolve. 

Proprietatea unei formule de a fi o axiomă este, în 
esenţă, o proprietate numerică a numărului ei de cod, 
care poate fi verificată de maşină. Faptul că 


A, As, dacia”, Ar 


formează o demonstrație este exprimat, în codificare, 
printr-o relație numerică între numerele de cod [4], 
[A4.], ..., [An] care poate, de asemenea, să fie verificată 
de maşină. Unei astfel de formule È îi asociem numărul 
de cod 


p] ci pân, 


[5 aul” 
Faptul că 5 este o demonstraţie pentru C (din T) 


este exprimat ca o relaţie numerică între [È] şi [C], 
pe care o vom nota prin 


[2] Dem [C]. 
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be co `e 


Putem porni maşina şi să lăsăm să producă sistematic 
demonstrații. Putem aştepta să vedem ce se întîmplă, 
dar nu putem să-i dăm maşinii o formulă particulară 
și să-i comandăm să caute o demonstraţie a acestei formule 
(sau negația respectivă). Dar, cu mijloacele disponibile, 
putem formula în termeni abstracţi că o formulă este 
demonstrabilă. Demonstrabilitatea unei formule cu nu- 
mărul de cod a o vom nota 


V2 Dem a, 
sau, prescurtat, A 


Edem Q. 


Mijloacele cu care am vorbit aici despre limbajul 
calculului predicatelor aparțin limbajului calculului pre- 
dicatelor. Putem, deci, să lăsăm mașina să vorbească 
despre propriul ei limbaj potrivit acestui cod. Astfel, 
pentru o formulă dată maşina poate calcula numärul 
ei de cod, iar pentru un număr de cod ea poate calcula 
formula asociată. Mașina ne poate asigura dacă n este 
numărul de cod al unei propoziții sau dacă n este numărul 
de cod al unei formule avînd pe æ, ca unică variabilă 
liberă, ete. 

Atunci cînd maşina a produs o demonstraţie, ea poate 
determina numerele de cod al demonstraţiei şi al formulei 
demonstrate (fie a şi b respectiv) şi să asigure că 


_b Dem a 
precum şi 
Edem a. 


9.7. Cu mijloacele disponibile, nu este însă posibil să. 
se formuleze într-un limbaj compatibil ce este adevărul. 
După Tarski (1933), aceasta se poate arăta după cum 
urmează : | 

Exprimăm faptul că formula cu numărul de cod n 
este o propoziție adevărată (mai precis T-tautologie) 
prm validitatea formulei T(n). Deci : 
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T(n), dacă și numai dacă formula de cod n este ade- 

vărată,. (5.1) 

Vom arăta că predicatul 7 nu apare printre predica- 
tele limbajului calculului predicatelor (nu poate fi produs 
de mașină), în orice caz dacă limbajul trebuie să fie 
['-consistent. 

Vom considera formula în care a, este singura variabilă 
liberă. Cu ajutorul validității formulei T(n) arătăm că n 
este numărul de cod al unei astfel de formule. Predicatul F 
poate fi produs de maşină. Fie n numărul de cod al unei 
formule în care s, este singura variabilă liberă. Dacă 
înlocuim în această formulă variabila liberă ~, prin nu- 
mărul a, se obţine o formulă al cărei număr de cod va fi 
notat prin 


S(a, n), 


[Acesta este definit numai pentru acei n pentru care 
F(n) este valabilă.] Pentru a calcula S(a, n), nu trebuie 
decât să se descompună în factori primi numărul de cod n 
şi să se înlocuiască la anumite momente factorul 5 (nu- 
mărul de cod al variabilei æ) prin 2° (numărul de cod al 
lui a). Maşina este desigur capabilă să facă aceasta. De 
asemenea, maşina este capabilă să formeze numărul 
Sin, n). 

Considerăm acum S(n, n) ca o funcție numerică pe care 
o vom numi R. Deci 

R(n) este numărul de cod al formulei care se produce 

dacă, în formula cu numărul de codn, înlocuim la fiecare 

apariție unica variabilă liberă 2 cu m. (5.2) 

Funcţia R este definită pentru toate numerele de 
cod n de acest fel [adică, pentru toţi n pentru care F(n) 
este valabilă]. Maşina poate forma funcția F şi poate 
calcula R(n) pentru fiecare n pentru care ea există. 

Presupunem, acum, că mașina poate produce şi pre- 
dicatul T, adică formula T(«,). Atunci, acesta este cazul, 
pentru orice număr n, maşina va putea produce și formula 


— (Rm). 
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În raport cu această formulă, maşina poate construi un 


formula 


predicat P [adică P(a,)], astfel încît, pentru orice Nn, 


(GIT(R(n))— P(n)) este demonstrabilă. (5.35) 
Scriem acum că. 
p este numărul de cod al lui Pta). (5.4) 


Dar atunci F(p) este valabilă. Ta 
În (5.2) şi (5.3) înlocuim acum n prin p. Deci 


- R(p)este numărul de codalformulei care se produce dacă 
în formula cu numărul de cod p (cu unică variabilă, 
$ liberă 4) se înlocuieşte variabila cu numărul p. (5.5) 
(17(R(p)) — P(p)) este demonstrabilă. — (5.6) 


Dacă acum în (5.5) formula cu numărul de cod p 
este explicit substituită conform cu (5.4), rezultatul este 


R(p) = numărul de cod al lui P(p). (5.7) 


Se foloseşte acum (5.1), cu R(p) în loc den; T(R(p)) 
este adevărată, dacă şi numai dacă formula cu numărul 
de cod R(p) este adevărată, de unde, conform cu (5.7), 
rezultă, A 

T(E(p)) este adevărată, dacă şi numai dacă P(p) este 

adevărată, (5.5) 

Dar acum rezultatul este o contradicție între (5.6) şi 
(5.8) (cel puțin, dacă cerem ca nici o afirmație falsă să 
nu fie demonstrabilă). Prin urmare, presupunerea unui 
predicat de adevăr care ar putea fi produs de maşină 
s-a dovedit falsă. TA 

Dacă cerem pentru T în loc de (5.1) condiţia mai tare 


T(n) — N este demonstrabilă, (5.1) 
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iarăşi, dacă N este propoziţia cu numărul de cod n, rezul- 
tatul este de asemenea 


(7(R(p)) — P(p) este demonstrabilă. (5.8) 


Prin urmare, în acest caz, maşina este în stare să stabi- 
lească contradicţia. 


5.8. Stim că predicatul Edem poate ii format de maşină. 
Acum, să substituim în textul din 5.7 predieatele T prin 
Edem. Atunci, apriori nu există nici un motiv pentru 
condiţii ca (5.1) şi (5.1'). Dar noi ştim că 

magina poate transforma o demonstraţie b pentru A 

într-o demonstraţie b Dem a şi reciproc, (5.1) 
dacă a și b sînt numerele de cod ale formulelor A şi B. 

Scriem acum q in loc de R(p). Atunci q este numărul 
de cod al lui P(p), care se mai notează şi Q. Cu Edem 
în loc de T rezultatul este 


—] Edem (q4) —> Q este demonstrabilă, (5.6) 
q este numărul de cod al lui Q. (5.7) 


În cursul producerii demonstrațiilor, maşina nu poate 
niciodată să aducă o formulă 


b Dem g. 


Într-adevăr, dacă aceasta s-ar întimpla vreodată, 
atunci conform cu (5.1''), s-ar putea ca aceasta să se 
transforme imediat într-o demonstrație pentru Q, deci, 
în conformitate cu (5.6), într-o demonstraţie pentru 
—] Edem (q), ceea ce este în contradicţie cu b Dem q. 

© Pe de altă parte, maşina poate verifica, pentru fiecare 
sistem de formule, dacă există o demonstraţie a lui ĝ, 
deci pentru fiecare b 


dacă db Demq sau (5 Dem g). 


Am văzut chiar mai înainte că prima formulă nu va apărea 
niciodată din maşină. Deci maşina va găsi toate formulele 


“1 (b Dem q). 
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Ne vom aştepta, prin urmare, să găsim şi generalizarea 
respectivă, adică * 


Aa | (e Dem q), 
sau 

IV, (e Dem q). 
Dar aceasta ar fi 

q] Edem q, 
ceea ce ar însemna că, potrivit cu (5.6'), trebuie să iasă 
din maşină o demonstrație pentru Q. 
Demonstrația B pentru Q ar putea atunci să fie 


transformată de maşină, conform cu (5.1”), într-o de- 
monstrație pentru ai | 


b Dem q, 


unde b este numărul de cod al formulei B, iar aceasta este 
imposibil, după cum s-a arătat mai înainte. | 


Admiţind consistenţa, limbajului, am găsit (putînd fi 
produs de mașină) Un predicat ®© de numere naturale cu 
proprietatea că masina poate demonstra 


® (a) pentru: orice a 
dar nu 


A (2%). 
[D(z) este `| (2) Dem q).] 


Acesta este principalul conținut al teoremei de necom- 
pletitudine a lui K. Gödel, la care ne-am mai referit în 
5.4. Propoziția A D(a) nu este demonstrabilă prin 
maşină, deşi pentru fiecare a există o demonstre tie tăcută 
de maşină pentru D(a). 


* Scris incorect; ar trebui adăugată cerința Z(%). 


141 


Scanned with OKEN Scanner 


.... 


Faptul că această propoziție nedemonstrabilă Își 
afirmă într-un fel propria ei nedemonstrabilitate ar trebui 
să ne facă să o considerăm ca fiind adevărată. 

Pare firesc să se adauge A,O(z) la F ca o nouă axiomă. 
Va, rămîne, atunci, sistemul consistent ? S-ar putea crede 
că da. Întrucât A (s) > Q&Q înseamnă de asemenea 
V, 1®¢(x). Dacă am putea obţine din această formulă 
(pentru un anumit număr a) formula  |Ob(a), atunci 
aceasta este în contradicție cu: ®(a) pentru toţi a. Nu 
trebuie, însă, să tragem această concluzie atît de pripit, 
deoarece din 4.15 ştim că nu este necesar să existe un 
„exemplu” A(a) pentru propoziția demonstrabilă V„A. 
Totuşi O poate fi modificată — noi nu vom face aceasta 
aici — astfel ca propoziția A„0(2) să: poată fi adăugată 
la T fără a dăuna consistenței [nu tot aşa, însă, cu pro- 
poziția Edem A „P(2)]. În limbajul îmbogăţit; este, însă, 
din nou posibil să se găsească propoziţii ca 0. 


5.9. În orice caz, A,P(z) poate tot aşa de bine să fie 
adăugată limbajului fără a dăuna consistenţei [întrucît 
o demonstraţie a lui 8 din 7] A,@(x) ar fi o demonstraţie 
a propoziției nedemonstrabile A,0(2)]. În limbajul 
astfel îmbogăţit cu axiome, avem acum într-adevăr 
situaţia că 


V„A fără un „exemplu” A(a) (5.9) 


(şi anume cu  |O(z) în loe de A). 

Conform cu teorema de completitudine, am putea 
adăuga atît de multe constante individuale noi unui 
astfel de limbaj, încît (5.9) să nu mai apară deloc. În 
cazul nostru, acestea ar îi desigur noi numere naturale. 
Dar cum? Toate numerele naturale existau şi pînă acum 
în limbajul nostru. Fără îndoială, axiomele lui Peano fac 
impresia (greșită) că ele precizează complet noţiunea de 
„număr natural”. Noi am fost conduși aici la o noţiune 
de „număr "care satisface axiomele şi totuși se comportă 
diferit de noţiunea intuitivă. 
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5.10. Dar atunci de ce nu interzicem acele limbaje în care 
apare (5.9)? De exemplu, adăugăm ca o regulă de infe- 
rență fiecărui limbaj al calculului predicatelor : 

dacă F(a) pentru orice constantă individuală, atunci 

A „E (2), 
sau 

dacă V,„G(2), atunci există o constantă individuală a 

cu G(a). 

Ei bine, o astfel de regulă de inferență n-ar fi 
de nici un folos pentru maşină, întrucît, dacă numărul 
constantelor individuale este infinit, maşina nu poate 
îndeplini niciodată sarcina de a verifica F(a). 


5.11. Morala tuturor acestora este: dacă tormalizăm 
toti prin „A”, încercăm să cuprindem infinitatea 
într-o accepţie finită. Dar nu obținem cent un succes 
moderat: | 
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SOLUȚII 
1.40 m 
1. a) Pentru zea există exact două i 
: pla = >, xact două posibilităti j "exolnăiwa | 
fie ze B, adică TEA N B, fie ze B, adică ze AN P. "PAProc exclusive; 
b) A = A ep . 
=(ANBUIAN(BNOIUUNBN C)C(ANB)U(BNOU(NEBNO, 
unde 1, a) a fost folosit de două ori și o distributivitate a fost folosită a dată. 
Analog cu formulele pentru B și C să se arate: membrul întîi din 1, b) c 
membrul al doilea din 1, b). Reciproca este evidentă. 
c) Analog cu probl. 1, b). 
a’) A se vedea probl. 1, a). 
b’) Analog. 
0) A = G, B=D =Ø: 
2. a). Rezultă din probl. 1, a), a’). 
b) Idem. 
c) A se vedea 1.9. 
d) A se aplica distributivitatea. SR APE 
e) (ANON (BNO = (4 N ONBN O =4NO0NBNY= 
=(4nNOnN( BUO=ANCNB=U4nB N Cs (ANBNC 
f) Rezultă din probl. 2, c). 
n $ 


3. A se vedea probl. 2, c). 


3.12 


1. Ag[YV (My) A £Ky) AV VO) A zK2)]. 
2. Aa[Vy (My) A Ky) > VA VE) A zR2)]. 
3. Aryl Ky — zJy). 
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Va 


E + 


18. 


19— 


22, 
23. 
24. 


32. 
33, 


Nasa (ZU A YEK?) > xJz]. 
V(xGy). 


Vasa MC) A URI A uGz A V(2) A Jz). 


Vu (M(x) A MU) A Ku A yKu A yKv AzKv Au0v). 


. Vevel V(z) A U(x) A MU) A AU) A IBz A yYKz) —> 


Vu wv. ( MU) A Atu) A VE) A U) A uKw A vKw). 


 TĂzLOV (Gu) A M(x)) > U(2)]. 
© (AsV) A U(x) > 1 Vy(yKx A MU) A AU). 


A(yRz > V,(9G0)). 


. Váħy(yKx —> Vz(uG7)). | 

. A [zKx > Vu(uKy A uG2)]. 

. V„lzky A TVu(ukz A zGu)]. ae | 
. VzuĂusvl(uKr—YVp(pKy AuGp)) A (Ky > Va(qKz A IE) 


Vey | Vuso(u Bz A vKy A uGv). 


. yKz — {A,[zKy > Vu(uKz A zKu)]). 


Adevărată, independent de semnificaţia lui & și U. | 
21. Adevărată. 

ANZ(z, t) 

Vi 1VzZ(z, d. 

Va |V:Z(x, 1). 


A a(Z(z, D > Piz, 9). 


. ApalZ(2, D > Y(t < t) A P(z, t'))). 
. Apal P(E, D > WE < DA Za, bl. 
Ay [P(E D A TYE < DA Zea, t) 


Vo < LY A Z(z,b) A TPE, t. 


Va TVP(z, D. 


AA Zr, t) > TYv P(x, t')]. 
AN1 Ze, t) A TPC, D). 
AICI AvZ(z, t)) > VP, DI 
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34. Aa {PC O Vele <A Pt]. 
35. A(A,Z(z, O V Vaz, D). 
36. Via P(E, DA VEE < À A Z(z, 7] 
> Vă [Z(E Y A Va <A Par). 
37. AVavariZ(z, i) A <A Za) A (<t), 
38. Ay ilZ(z, t) A ZU, 0] — Alt < t) > (Za, 0) -> Z(y, ())]) 


Ye, 
39. AnA 9 A Pir D) > Av < D= za, A Pla, t). 


40. Adevărată. ` “E 51. Adevărată 
41. Adevărată. 52. Adevărată. 
42. Falsă. 53. Adevărată, 
43. Adevărată. 54. Adevărată. 
44. Falsă. 55, Falsă. 
45, Adevărată. 56. Adevărată. 
46. Falsă, T 57. Falsă. 
47. Adevărată "50. Adevărată, 
48. Adevărată 59. Adevărată. 
49. Falsă. . 60. Falsă. 
50. Falsă. 

3.15 
1. ÎA4A(2). 
2. fa[A(z) A Vy(zGy)]. 
3... fa(zKy). 


4 Îca.v (4Gy). siaii 
5. tYalZ(2, 0 A 7 P(x, DJ. | 
6. uY P(x, 0 A Vele < O) A Z(x, 9]. 


7. Expresiile a doua și a treia nu au sens; putem pune, numai 


zintă o mulţime. 


inaintea unei propoziţii (dependentă de x), nu şi înaintea a ceva care repre- 


8. Adevărată, 11. Adevărată. 
9. Adevărată, 12. Adevărată. 


9. Adevărată, | 19. Falsă. 
10. Adevărată, | 
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14. Mulțimea tuturor submulţimilor mulțimii A. 
15. Adevărată. 

16. Falsă. 

17. Falsă. 

19. Mulțimea divizorilor lui y. 

19, Mulțimea multiplilor lui æ.. 

20, Mulțimea divizorilor comun! ai lui y si z. 
24. Mulțimea multiplilor comuni ai lui y şi z. 


at, | 
22. Mulțimea divizorilor primi af lui a. 
24. Clasa de echivalență a lui y. 
25. Adevărată. 


2. Mulțimea submulţimilor mulțimii A. - >>- 
4. Mulțimea numerelor naturale, -= =- 
5. Mulțimea puterilor numerelor naturale. - 


2. fz. 


SA 


Aa Ar CA). 

4. hab (Y y) A xKy). 

5, A fai, ih 

6, Ass tty: 

7. day M(z) A MU) A Vu (Ku A phu A ykv)]. 

8. (1,2). 

9. Predicatul ,,... este pozitiv”; mulţimea numerelor pozitive. 
10. O funcție care atribuie anumitor funeţii valoarea lor în i. 
11. Mulțimea funcțiiior care păstrează adunarea, 


12. MCI Vez(z, £) j) 
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3.27 5 
1. VaN — 2 + ax + at b < 0). 
2, Vp F(£, x, t, p). | 
3. piy VeFi(r, y, t, p)— T Vew [E < t) AFU, z, r, D)ly. l n 
2 Ava Vy [F(E y, Y, P) AVF €, L+ hp): | 
5. gA ViN ZP, DA < D) > Ela, y, t, p)]. : š 


A $ 
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Seria 
„MATEMATICI MODERNE APLICATE” 


O mare parte a producţiei Editurii tehnice servește 
vastei acțiuni de perfecționare continuă a pregătirii 
profesionale a cadrelor, prin reciclare, recalificare şi 
policalificare. Deși încadrarea în această acțiune este 
urmărită nu atît prin titlu cît și prin structura conţi-. 
nutului lucrărilor, pot fi considerate ca fiind destinate 
special acestui scop numeroase lucrări, printre care 
cele cuprinse în seria „Matematici moderne aplicate”. 

Lucrările grupate în această serie au o tematică 
bine determinată, o unitate a structurii, a conţinutului 
și a modului de prezentare redacțională şi grafică. 
Intr-un volum mediu de circa 10 coli editoriale, acestea 
cuprind, pe lîngă o prezentare sintetică a diferitelor 
capitole ale matematicii care au apărut sau s-au dez- 
voltat în ultimii ani, şi aplicații recente ale acestora 
în tehnică, fizică, economie etc. 


Scanned with OKEN Scanner 


SERIA „MATEMATICI MODERNE APLICATE” 


Scanned with OKEN Scanner 


1. STUART R. D. © 
„introducere În analiza Fourier, cu eplicații în tehnică" (1971) 
2. JAGER |. C., NEWSTEAD G. H. 
S „introducere în transformarea Laplace, cu aplicaţii în tehnică" (1971) 
: 3. SALVYADORI M., BARON, M. 
` „Metode numerice în tehnică" (1972) 
A 4. CULLMANN G. 
: „Coduri detectoare și corectoare de erori" (1972) 
5. KAUFMANN A., PRECIGOUT M. | 
„Elemente de teoria mulțimilor şi algebră modernă" vol. 1 (1973) 
6. TEMAM R. 
„Metode numerice de rezolvare a ecuațiilor TRE TEA (1973) 


7. MOSZYNSKI K. 
„Metode numerice de. rezolvare a ecuațiilor diferențiale ordinare" (1973) 


8. KAUFMANN A., PRECIGOUT M. 
„Elemente de teoria mulțimilor și algebră modernă"! vol. Il (1973) 
9. FREUDENTHAL H. 
„Limbajul logicii matematice" (1973) 
1C. GHIRCOIAȘIU N., MIRON C. 
„Grafuri de fluență și aplicații în tehnică" (1974) 
11. NEGOIŢĂ C. V., RALESCU D. A. 
„Mulţimi vagi și aplicațiile lor” (1974) 
12. RUMŞISKI L. Z. | 
„Prelucrarea matematică a datelor experimentale" (1974) 
13, MARVIN FORRAY 
„Colculul variaţiona! în ştiinţă și tehnică (1974) 
14. VRACIU G., LEONTE A. 
„Calculul matriceal cu aplicații" (1974) 
> 45, TEODORESCU P, P., KECS W. 
$ „Introducere În teoria distribuțlilor cu aplicaţii în tehnică" (1974) 
16. RACOVEANU N. ş.a. 


m da „Rezolvarea numerică a ecuaţiilor de tip parabolic" (1974). 


